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7 中 革 二 -二 的 积分 曲 入 的 拓扑 千 构 * 
地 霖 入 


( 湖 南 大 学 ) 


琶 Y。 一 do2” 十 ZX2 一 1 y 十 。。， 十 Ca 天 2 Box” 中 Zixe 一 人 2 十 pay 。 其 中 
Y。，X。 无 公 因 子 。 微 分 方程 


Y， 
站 《D) 


只 有 一 个 奇 点 (0, 0). 当 ”= 1 时 , Poincare 决定 了 (1) 的 积分 曲线 的 拓扑 转 构 . 涛 zx 一 2 
时 ,JIarHHa 决定 了 (1) 的 积分 曲线 的 结构 由 。 当 ”= 3 时 ， 张 棣 决定 了 (1) 的 积分 曲线 
的 拓扑 结构 思 他 们 用 的 方法 ， 主 要 是 用 变换 将 方程 (1) 之 不 变 直 和 线 变 到 指定 之 直线 如 
YY 一 0,y 一 0,y 一 土 x 去 . 但 当 >” 稍 大 时 ,如 ”> 10, 就 发 生 困 难 了 . 因为 决定 不 变 直 和 线 
时 , 要 解 高 次 方程 式 , 而 方程 之 次 数 大 于 5 ,一 般 就 不 能 解 。 本 女 目 的 , 先 研 究 方 程 (1) 只 
， 有 7 个 (mm 委 2 十 1) 不 变 直线 时 ,其 积分 曲线 有 且 只 有 那些 不 同类 型 ,又 这 些 不 同类 型 的 
数目 亦 算出 。 于 是 方程 (1) 有 且 只 有 那些 不 同类 型 及 其 不 同类 型 数 具 的 问题 就 解决 了 . 
本 妇 是 将 第 二 类 抛物 的 及 双 曲 的 类 型 合 为 一 类 而 称 为 第 二 类 抛物 的 . 
I. 积分 曲 竹 在 不 变 直 和 线 附 近 的 类 型 的 判定 。 合 


一 十 <a 吏 十 … 十 armK 区 
j(K) AR (1.1) 


若 心 为 ff) 一 和 & 王 0 之 一 实 根 。 则 y = 如 x 为 (1) 之 一 不 变 直 线 。 双 当 加 = 0 时 , 则 
xz 一 0 为 (1) 之 不 变 直线 . 依 IIazroB 之 方法 中. 当 矿 (fo) > 工时 ， 则 〈1) 之 积分 曲线 在 
y 一 fox 附近 的 两 便 的 类 型 同 为 第 一 类 抛物 的 。 当 了 (io) < 1, 则 (1) 的 积分 曲线 在 > 一 fox 
附近 的 两 便 的 类 型 同 为 第 二 类 抛 物 的 (包括 双 曲 类 ,以 下 同 此 )。. 当 了 (o) 在 0 与 1 之 间 
时 ， 积 分 曲线 在 x = 0 附近 两 侧 的 类 型 同 为 第 一 类 抽 物 的 。 否 则 同 为 第 二 类 抛物 的 。 若 
f (fo) 一 1, 或 了 (oo) =1 时 ,积分 曲线 在 不 变 直线 附近 之 类 型 依 表 1 ，2 来 制 断 。 





》 一 




















开 、 
不 变 直 和 线 型 K< 和 A > 如 
第 一 类 抛物 的 KCA) < 大 AKCD > 
第 二 类 抛物 的 | kA<KD<i 丰 KD > 如 下 和 <KD< 克 红 10 坟 页 





对 于 每 个 不 变 直线 附近 积分 曲线 类 型 的 研究 ,用 表 1,2 不 大 方便 ,因为 要 解 一 些 不 等 
式 之 故 。 我 们 改 用 下 面 的 方法 : 
因 FA) 一 有 一 FAR) 9 帮 (CAo) 2 (有 RS 帮 Ao) ) 5 
一 (R 一 fo)[fGS) 一 1] (名 王 帮 fo)) 





”1958 年 3 月 8 日 收 到 . 
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才 2 
不 变 直 坊 型 下 < 十 op 下 > 一 0 
第 一 类 抛物 的 8 j 帮 CA) < 大 帮 KR > 帮 
第 二 类 抛物 的 &< CD < +oo, 或 KJ <0 | -oo<D< 或 Ki >0 











甚 中 在 i 如 之 间 . 

1"， 著 f (6E) > 1l, a) 车 < 如 则 j(A) < 包 因 而 相应 之 积分 曲线 之 类 型 为 第 一 类 
抛物 的 。b) 著 丰 > 如 , 则 fk) > 因而 相应 之 积分 曲线 之 类 型 亦 为 第 一 类 抛物 的 。 这 
里 的 & 是 指 |& 一 如 | 充分 小 的 . 

2?"， 著 了 (6) < 1l, a) 若 < 如, 则 丰 (R) > A， 因 而 相应 之 积分 曲线 之 类 型 为 第 二 
类 抛物 的 、b) 落 丰 > f, f() < 因而 相应 之 积分 曲线 之 类 型 亦 为 第 二 类 抛物 的 . 

因 六 (人 在 避 附 近 是 连续 的 。 而 

六 (AD) 一 郑 (fo) 十 大 (人 (CR 一 丰 )， 
其 中 在 如 ,不 之 间 . 故 有 

车 太 (fo) 王 1, 太 (ko) 一 w( 尖 0)， 

a) 车 w>0, 则 f(i 一 s) <1), (ko 二 es) > 1， 

b) 车 c<0, 则 fi 一 e) > lf 二 +e<1， 

其 中 es 为 充分 小 的 正 数 ， 故 有 

定理 1.1. 车 y = fox 为 方程 (1) 之 不 变 直线 ， 且 了 (to) = 1, 尹 (t) = wa( 尖 0)， 则 
当 a > 0( 或 < 0), (1) 之 积分 曲线 在 y = fox 附近 之 左 (加 一 s) 及 右 (t 十 e) 之 类 型 分 
别 为 第 二 (或 第 一 ) 类 抛物 的 及 第 一 (或 第 二 ) 类 抛物 的 。e 为 充分 小 之 正 数 ， 

定理 1.2. 车 > 王 ARox 为 方程 (1) 之 不 变 直 和 线 ， 且 矿 (Ao) 一 1， 疙 DCKo) 一 0, 人 一 2，…。 

一 1 但 fo(f) 一 w( 尖 0)。 则 

(一 ) 著 上 为 奇数 ， 当 wa > 0 (<0) 积分 曲线 在 y = hox 附近 的 两 便 的 类 型 同 为 第 一 
(第 二 ) 类 抛物 的 . 

(二 ) 著 正 为 偶数 , 当 wa > 0(<0) 积分 曲线 在 y = fox 附近 之 左 (i 十 e) 及 右 ( 如 一 s) 
之 类 型 分 别 为 第 一 (第 二 ) 类 抛物 的 及 第 二 (第 一 ) 类 抛物 的 。e 为 充分 小 之 正 数 . 

由 训 劳 公式 ;得 


FE 人 全 人 一 起 )m 


而 fo() 与 < 同 号 ， 由 此 易 得 所 求 之 证 . 

了 . 积分 曲 起 的 类 型 与 环形 排列 ， 如 所 周知 ,微分 方程 (1) 的 积分 曲线 是 对 称 于 原点 
《050) 不 失 一 般 性 质 . 可 下 (1) 之 不 变 直 和 线 此 在 IT, III 两 象限 内 (否则 可 由 仿 射 变换 而 
得 到 ,积分 曲线 的 类 型 又 是 不 会 改变 的 ).。 今 考查 (1) 具 有 思 个 不 变 直线 


? 一 忆 xz 一 1 2 72。 (mm 魏 2 十 1) 
且 


村 让 (2.1) 
今 及 原点 为 中 心 , 1 为 半径 作 圆 纸 , 交 直 和 线 y = 忆 x 于 点 P; (在 工 和 象限 内 )，P;i (在 亚 








aaa 
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象限 内 )。 浇 积 分 曲线 的 类 型 在 y = fx 的 两 侧 附近 同 为 第 一 (第 二 ) 类 抛 牺 的。 我 们 于 
Pi;i，P;， 上 记 以 记号 “1”(“ 2 2”)。 著 积分 曲线 的 类 型 在 ” = fux 附近 之 左 ( 护 二 e) 及 右 
(一 s) 分 别 为 第 一 (第 二 ) 及 第 二 (第 一 ) 类 抛物 的 。 我 们 于 P;，P;! 上 记 以 记号 “ 3” 
(47). 今 屋 y = 丰 z 上 之 类 型 记号 为 “X”"(1 = 1,，2，3，4)。 于 是 ,此 思 根 不 变 直 线 之 
类 型 记号 对 应 于 一 排列 [1。，.…，j]。 积 分 曲线 之 类 型 完全 由 此 z 根 不 变 直 线 附 近 两 侧 
之 类 型 而 定 。 这 表示 :有 一 积分 曲线 就 有 一 排列 与 之 对 应 。 合 

中 (kf) 三 (bo 十 28 十 … 十 poks) 玉 一 (ao 十 ai 开 十 .… 十 ankn)， 《2.2) 
则 





人 由 (有 
AD 一 人生 人 


因此 ， 由 (4 ) 民 序 知 中 (kz) 0， | 而 感 汪 9 这 无 公 因 子 (已 假 届 ). 故 2 中 Di 十 
十 …… 十 po 驻 ，ao 十 af 十.… 十 an 好 不 同 为 雳 而 由 帮 态 ) 三 大 ,得 

加 十 因 十 … 十 Bo 好 一 了 工 a 十 anki 
及 由 (2.1); 故 如 十 2 丰 十 … 十 po 她 寺 0, 表态 为 由 R) 一 0 之 应 重 根 ( 但 不 为 由 十 1 
重 根 )。 故 





中 国 ( 丰 ) 一 0) 一 1， 人 上 ， 中 () (CA ) 款 0. 
分 


1 
加 十 2 不 十 十 Bok 


由 于 加 十 pf 十 …' 十 pokF 尖 0,， 易 知 
0 (f) 夭 oo ， 为 任何 正 整 数 ， 


O(f) 三 








由 菜 布 尼 区 公式 ,及 (2.3) ,得 
太 (R) 一 AD 一 [$(R) O (AD)]o 一 
一 4 一 中)COR) OCRD) 一 cigo0(A) OCR 一 … 一 中 (KR) OO )。 
车: 合 于 2 乏 上 委 鼎 一 1 之 整数 , 则 
Jo) 一 0， foep(l) 一 一 一 一 一 中 (1) 关 0， 


2o 十 Diki 十 二 十 of 
而 由 定理 1.2, 邹 知 : 


和 车 1 为 奇数 (或 偶数 ) 时 ,积分 曲线 在 不 变 直 线 村 太 ;X 之 类 型 记号 为 1 )2( 或 3， 4) . 
且 有 


证 十 .pa 十 ”十 pe 一 四 | 填 工 一 :2 《2.4) 
其 中 > 为 由 (k) = 0 之 错 根 之 数目 (二 重 根 作为 两 个 根 ,.….)。 因 此 > 为 偶数 ， 
定理 2.1， 让 微分 方程 (1) 之 积分 曲线 之 类 型 所 对 应 之 排列 为 [1。，.…，j] , 则 族 
中 其 为 1 ,2 之 个 数 与 ”十 1 之 差 为 偶数 ， 
1"， 洲 诸 ) 中 无 一 为 1 , 2 , 则 由 (2.4) 知 诸 户 此 为 偶数 。 再 由 (2.4) 朗 得 所 求 之 证 . 
此 情况 须 在 ” 为 奇数 时 方 成 立 . 
2"， 届 诸 ) 中 为 1 ,2 者 尽 烈 为 1. ，)。 ，.…，)。 则 户 ，prs 和 sy 上 蕴 为 奇数 ,其 
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余 之 鼎 此 为 偶数 ， 故 由 (2.4) 得 
周 让 帮 十 (Cnod.2)， 


而 
Ar, 十 pr 十 … 十 pr 三 0 (mod. 2) ， 
故 
0 三 zx 十 1 (mod.2)， 
即 得 所 求 之 证 . 


洲 属 于 方程 (1) 之 两 积分 曲线 工 ;，L: 之 类 型 其 相应 之 排列 分 别 为 [1。，………，)， 和]， 
[人 -) 0， ]。， 易 知 此 二 积分 曲线 之 类 型 相同 。 因 工 ; 经 旋转 及 仿 射 变换 而 成 为 工 ;. 

定理 2. 2， 设 mm， zw，zs， 7z4 为 正 整 数 或 雳 (不 全 为 零 )。 且 思 十 罗 2 三 zx 十 1 (mod.2)， 
丸 十 1 一 (2 十 z2 十 2z3 十 2z24) 之 0 今 以 由 个 lz 个 2 个 3, mw 个 4 任意 作成 一 
排列 [>，.…，)X]， 则 方程 (1) 中 必 有 一 积分 曲线 其 类 型 所 对 应 之 排 烈 为 [1。，.………,A] . 
但 轨 王 mi 十 力 十 az 十 mi 忆 允 十 工 

证 . 今 任 取 和 十 zw 十 z3 十 zh4 一 177 个 正 数 局， A2， ws An 使 习 < 玫 和 大 << < 殉 wm。 
双 定 义 

fl ， 当 驴 = 三 1,， 2 时 。 
mit 当 ) 一 3, 4 时 . G 一 1 om) 

而 诸 中 有 兽 个 l, 思 个 2. 且 ” + 1 一 (m 十 力 ) 为 偶数 ( 题 设 ). 

故 


(2.5) 


2 十 1 一 (ma 十 户 十 .… 十 pv) 为 偶数 , 屋 为 24。 所 以 由 (2.5) 得 
畴 十 1 一 (让 十 户 十 十 pr) 一 2 十 1 一 (2 十 z2 十 223 十 2z4) 之 0， 
故 g4 之 0， 分 


G( 研 人 妨 十 切 9 
则 0(t) = 0 无 实 根 。 作 


$(A) 三 (AR 一 AR 一 人 0) 和 (R 一 Ka“mO() 三 | (2.6) 
三 如 一 Se 十 Se 十.… 十 (一 DSS 
则 有 人 go+1 租 为 Ri1， R2， “人 Am 之 已 知 夯 数 ( 即 不 含 R&D) ， 又 定义 
二 当 一 1，3 时 ， 
es (2.7) 


芝 当心 2， 4 有 时。 


-对 未 知 数列 to， bp， …，zr 中 ， 我 们 首先 选 定 to = 1， 又 于 pw，p 中 之 各 2 (假如 和 < 


<7 一 1 时 ) 些 选 为 雳 。 然 后 由 下 列 方 程 组 来 决定 加， …，2! 以 加 表 之 ， 








0 
和 十 十 二 一 人 
1 
0 
ee 
Ca 》 (2.8) 





和 





Cn 
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其 中 1 一 1, 当 mm < 关 时。 一 0, 当 和 一 2 

1 外 六 

1 台 2 .……， 9 
而 A 一 和 0 〈 因 帮 < 必 < … < 天 An). 








和 
仿 以 二 和 :Un) 一 5 好 Gi = 1 ,mm 代入 中 之 居 之 后 所 得 之 行列 式 以 Au 衣 


Ci 
之 . 双 以 好 代入 中 之 好 后 所 得 之 行 烈 式 以 Auza 记 之 。 则 由 (2.8) 得 
加 AduiD 一 /pm 人 Ada ， := 0, 1，. 
和 人 A 
当 z < 关 时 ,pw 之 值 向 未 决定 ， 双 由 (2. 6)， 知 中“ () 夭 0 不论 .bm 之 值 为 何 。 由 
《2. 8) 知 








"712 一 工 (2.9) 


po 十 2 人 十 十 pkr 庆 0， 《2.10) 


当 4 之 0 时 ,由 29 一” 十 1 一 Ga 十 YE 中 pajy 序 知 mm。 < 2。 下 面 我 们 要 证 , 可 以 找到 
pw 使 V 一 1 不 为 


po 十 28 十 … 十 bak 一 0 《2.11) 
之 根 。 在 
1 大 .At 
1 
1 刺 …， 人 
中 , 合 驴 之 各 项 等 于 对 乘 其 余 因 子 屋 为 4， 则 
1 


1 下 








双 一 《一 切 








1 开 1 一 1 7 十 1 。。。 大 9 一 1 


显然 4 中 有 且 只 有 一 项 士 忆 居 .… A: 天 时 .名 其 正 、 负 号 只 能 取 一 个 ， 此 项 是 按 
下 标 增加 、 指 数 亦 增加 而 排 烈 。 当 ; 尖 j 时 ， 双 易 知 土 尼 居 有 LA 村 .Ki 不 含 在 
人 (2) 中 而 


十 V 一 TY 


1 人 一 1m- 
一 一 pm 这 | ae 十 Ad2) V 一 1 ss Aua(CV 一 1) | 十 (2.12) 


+ (V 二 D" + (V 二 D*| + 不 含 io 之 项 





/ 


现在 要 证 明 bw 之 系数 不 等 于 雾 。 由 分 解 因子 ， 邹 知 Au 为 A 所 除 尽 。 其 商 双 含 
，.…，Aon 中 之 文字 ,， 邹 不 为 常数 ，。， 又 Ai 之 土 息 司 … 于 -K 汪 | K21 不 舍 在 


亩 一 】 


人 (7) 中 . 1 计 1 7 为 1，2……72 一 了 中 之 任 一 值 . 故 (2. 12) 中 [ “机 '] 内 不 为 雳 , 且 易 知 Dom 
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之 系数 不 为 霉 。 故 使 (2. 12 ) 为 雳 之 bm 之 值 至 多 只 有 一 个 。 今 逃 择 实数 bm 使 (2. 12) 不 为 
雾 .由 此 选 定 之 bm 代入 (2. 9) 而 得 加，…….，p:， 就 知 (2. 10) 及 (2. 11) 都 成 立 。 换 言 之 ， 


加 十 2 十 .… .十 bo 一 0， 中 (AR) 一 0 (2.13) 
无 公 根 ， 
全 加 
Co-i 一 po--i 十 (一 1)2Si+1， 1 一 0， 工 ， 2 
妇 
2 一 -1 一 ao 一 一 (一 1)5Si3， 但 2 一 0， 《2.14) 
故 各 4 此 为 久 ，.…，Awn 之 已 知 男 数 ( 即 不 含 久 ) 由 (2. 6)，(〈2. 14) 得 
钊 (kf) 三 poj ”十 《por 一 aa) 和 十 士 《po 王 一 an- 丰 ” 十 一 三 
一 二 《2.15) 
由 (2. 13) , 即 知 
Z 十 DR 十 …… 十 po 人 一 0，co 十 ca8 十 … 十 co8 一 0 (2.16) 
无 公 根 。 今 由 上 面 所 决定 之 4 及 2 ( 均 不 含 包 )， 作 微分 方程 
2 ZX y 十 十 -aoy” (2.17) 





poxza 十 xy 十 … 十 27” 
而 由 〈2. 17) 易 知 aox” 十 aix 呈 y 十 …' 十 asy"，pox” 十 bx yy 十 … 十 boy” 无 公 因 子 . 
因此 ,(2. 17) 属 于 方程 (1). 
下 面 我 们 要 证 明 (2. 17) 之 积分 曲线 之 类 型 所 对 应 之 排列 为 [。，.…，A]. 设 
do 十 CR 十。 十 cog” 





帮 (AD) < 一 和 十 六 本 和 3 (2.18) 
由 (2.15) 得 
二 一 ER 中 CA) 一 -: se 好 
FAR) 一 太 RCAJ， 其 中 RCRA) 一 加 十 28 十 十 OnR 
因 由 (f) 王 0，R(l) 夭 0， 故 天语 ) 王 护 ， 所 以 ?= 用 xz 为 (2.18) 之 不 变 直线 , 且 
AAA 1 
了 (让 ) 1 RCR) 》 (2.19) 
洲 双 有 中 《让 ) 一 0， 则 
pz 和 人 ) 
厂 《 忧 ) 7 (2.20) 


因此 , 当 和 = 1, 则 由 (2.5)，(2.7) 得 应 三 lai 王 六 由 (2.6) 知 态 为 由 (K) 一 0 之 单 


根 ( 因 户 = 1)。 因 此 , 由 () 尖 0。 由 (2.8) 得 
R() = 二 中 (有 ) 一 只 (让 ) 


Oi 








》 


工 
: 


代入 (2. 19) 得 


有 0 中 (了 ) 0 
[Jia 1 
三 ( 和 外) RCR 


著 ); = 2, 由 (2.5),(2.7) 得 鼎 =1，w= 一 了 ， 同样 得 























1 期 李 森 林 : 一 2 了 2 二 22 的 积分 曲线 的 拓扑 结构 7 





人 
F (fi) 三 1 人 


车 Ni = 3， 由 (2.5)，(2.7) 知 应 一 2yw = 十 亏 . 由 (2. 6) 知 丰 为 由 (f) = 0 之 二 
重 根 ( 因 失 2). 故 中 (大 ) 一 0， 由 (2. 8) ,(2. 20) 得 
六 (入 ) 一 二 > 0. 


车 1 = 4, 由 (2.5),(2.7) 得 户 =2,w = 一 二 同样 得 


六 ( 尼 ) = 0, 产 (人 ) 一 一 二 < 0. 
综合 上 面 所 论 , 故 知 (2. 18) 之 积分 曲线 在 y = ee os 


此 ,(2. 11) 之 积分 曲线 之 类 型 相应 之 排列 为 [Mn … 。 故 得 本 定理 之 证 . 


定理 2.3. 届 m( 之 0)， za( 之 1) 为 正 整 数 ， 1， 今 玉 个 1， 22 个 


任 作 一 排列 4。 则 方程 (1) 中 有 一 积分 曲线 之 类 型 其 相应 之 排列 为 4 


不 失 一 般 性 质 ,， 可 慨 此 排列 4 为 [1 es …，)]， 此 中 心 =2.， 双 任 取 盖 个 数 


AR2 2 Ra+1 耻 


0 一 怠 <6kas< < Rono+l (名 一 2) 
双 定 义 


一 1, 当 Mr 一 2 时 . 症 

2z (2.21) 
1 十 人 ; 一 二 

中， 当 Na 一 工时 


7172 


xl 一 2) nr-| 





和 有 


1 
ol 一 工 o2 一 工 ca 一 工 an+l 一 工 











(2.22) 


全 


中 (fi) 三 (1 一 ao) [RCR 一) 一) (一 和 ar] 三 
三 (1 一 ao) [和 一 SR 十 SR 十 十 (一 1) 一 :S。， 天 ]， (2.23) 


措 屋 bo- = 1, 划 由 下 列 方 程 组 


2o 十 2183 中 ee。 十 po 一 wa er Ca 一 po- 1A3 一 ， 


oa3 一 工 


2 十 Dj 十 …… 十 Do Ki72 一 人 中 (A) 








(2.24) 


和 





2 一 1K2+1 ?> 





po 十 DRa+1 中 pi 一 PR re Ant 二 


e+l 一 


夫 0，( 因 天 二 已 <… < 
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Si …，2 一 完全 决定 ( 且 唯 一 )， 双 因 态 为 由 (KR) 一 0 之 单 根 ， We 一 2y> 
"3 四 十 1 随 之 有 





加 oo 十 2fi 十 .… 十 5 iiK 尖 0 一 3 2 十 1 (2.25) 

在 训 之 (4 9) ,证 明了 (fs 一 2 一 1,2， .2 一 1) 下 式 : 
7 十 1 1 1 
5 = (Da 一 Dbk ina[ 之 一 一 一 | 
故 如 尖 0。 糙 合 (2. 25) , 朗 知 
加 十 5R 十 .…' 十 pei 一 一 0， 中 (k) 一 0 (2.26》 
无 公 根 ， 
命 do 一 0， an 一 al 及 

Co 一 一 .Ze 一 -1 一 《一 1) (1 一 xi)S;， 《2.27) 

朗 


《】 一 1 一 ol)Si 一 bo 一 ao ii 一 1,2， 7 一 1 
由 (2. 23) ,(2. 27) 得 
中 (REE(i 十 5 有 十 …… 十 po 一 )R 一 (ao 天 十 … 十 cokn)。 
由 (2. 26) 即 得 
: 讽 加 十 2 十 十 Bo- 一 0 ok 十 .…' 十 cafe 一 0， (2.28》 
无 公 根 , 作 微 分 方程 
邮 CiXU-IYy 十 .十 cnsyz 
poxzxa 十 ix ly 十 .十 DixXZy21 
因 加 和 夫 0, 及 (2.28), 序 知 ax 一 y 十 …… 十 any” poxza 十 …… 十 Oo-ixyl 无 公 因 子 , 所 以 
(2. 29) 属于 (1)。 命 





《2.29) 


二 
兴 A) 20 十 DR 十 十 ZK 一 





则 


帮 (AD) 一 太一 史 ， RCR) 一 加 十 2 十 …… 十 Do IK2 


因 中 (和 ) 一 0 一 2,，3，………12 十 工 故 二 ( 必 ) 一 及 ， 因 此 , y 一 fx 为 (2. 29) 之 不 变 直 
线 .显然 * = 0 亦 为 (2. 29) 之 一 不 变 直 和 线 . 双 护 为 中 K) 一 0 之 单 根 , 故 中 (大 ) 夭 0， 故 
fl) 一 工 一 下 Si 





RCA) 
时 史 ( 大 ) 
RN) 三 一- 辽 ， (2.30)》 
0 六 (fi) 一 1 
比较 (2. 30) ,(2. 24) , 朗 得 矿 ( 久 ) 一 or， 1 一 3,.…，, 7 十 1， 而 
am 4 = 一 
六 (co ) 2 1 Cl 2 
叉 设 (0) = ay 在 IV 这 一 节 , 证 明了 (a: 即 相 当 于 IV 中 之 w) 
1 和 十 1 十 .…. 十 上 (2.31) 











xl 一 工 co2 一 工 0 一 工 oo+l 一 工 、 
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比较 (2.31)，(2. 22)， 邹 得 = wm。 因此 ,方程 (2. 29) 之 积分 曲线 之 类 型 相应 之 排列 为 
[2，Xsriy AI]。 


II. 积分 曲 分 布 不 同类 型 的 数目 . 

在 I 工 中 , 我 们 知道 有 一 积分 曲线 , 就 有 一 且 只 一 排列 与 之 对 应 ， 双 由 定理 2.2, 定理 
2. 3 知道 车 有 mm 个 lz 个 2， 轨 个 3， 4 个 4 且 m 十 1 一 (十 za 十 2z3 十 224) 为 偶数 
或 老 时 ,以 此 等 数字 任 作 一 排 烈 , 则 必 有 一 且 只 一 积分 曲线 与 之 对 应 . 设 积分 曲线 民 : 所 对 
应 之 排 烈 有 ma 个 1;, za 个 2, as 个 3, ak 个 4， 则 由 定理 2.1 知 2 十 夺 一 (2 十 z 十 2z; 十 
十 2z4) 为 正 偶 数 或 零 。 设 积 分 曲线 所 对 应 之 覃 烈 为 B(1, 2, 3,， 4)。 将 工 : 反 折 
而 得 一 积分 曲线 ZL3:。 在 此 反 折 变换 中 , 不 变 直 线 附 近 之 积分 曲线 类 型 原 为 "3 ”( 4 ?2) 
的 , 变 为 4”( 3“)。 本 文中 所 指 之 排列 车 不 另 加 声明 , 通 指环 形 排 烈 。 故 有 

积分 暴 线 工 ，L: 是 否 同 类 , 须 看 工 ，LZ3 相应 之 排 烈 中 是 否 有 一 个 与 民 相应 之 排列 
同类 而 定 〈 即 是 否 属 于 同一 排 烈 ) 。 亦 邹 看 B(1,，2,，3，4)， 刀 (1,， 2，4， 3) 中 是 否 有 一 与 
六 之 排列 4(1,， 2， 3， 4) 同类 ( 计 方 向 之 环形 排 烈 ) 而 定 。 

著 L，L: 相应 之 排列 , 屋 为 4(1, 2)，B3B (1，2) 即 皆 不 含 3, 4。 则 工 ;，i 是 否 同 类 ， 
只 须 看 4(1, 2)， 刀 (1， 2) 是 否 同类 (不 计 方 向 ) 而 定 。 因 此 时 工 2 之 排列 为 B- (1, 2) 即 
将 B(1, 2) 绕 其 直径 反 折 而 得 之 排 烈 ， 而 B 一 (1, 2) 与 了 (1,， 2) 在 不 计 方 向 之 假 届 下 ， 
算 为 同类 排 烈 。 排 烈 中 含有 相同 的 数字 ,其 理 相 同 . 

一 般 言 之 , 两 积分 曲线 虽 同 类 , 但 其 相应 之 排列 却 不 同类 ( 诗 方 向 或 不 计 方 向 )。 因 
此 ,对 积分 曲线 不 同类 型 之 数目 的 计算 ,就 不 简单 了. 

于 面 先 介 名 环形 排 烈 的 问题 。 

届 有 mi zz.…，zom 为 妈 个 正 整 数 ,mz 一 四 十 …… 十 zzm。8g 为 mizazi 3 之 ic.d 


Y' 是 当 6 历经 g 之 正 整数 因子 (包括 1, g) 所 取 之 和 。9(6) 乃 尤 拉 之 gp- 画 数 ( 即 小 插 
6 而 与 6 互 质 的 个 数 )， 屋 R 为 全 实数 之 集 和 , T 为 集合 [0, 1, 2，.…], 花 定 义 
0， 当 Xi “""”"》 xm 全 为 雳 ,或 其 中 有 一 个 属于 集合 尺 eewr 了 时 。 


帮 (xi …，xm) 一 1 (as 让 1 (3.1》 
ap 9pP(O)， 当 xi 一 21， … xm 一 7 时、 
“ (如 )5(a) 


6 人 ] 





0, 当 xi，.…，xw 全 为 雾 , 或 其 中 有 一 个 属于 集合 尺 一 工时 . 
0; 当 MX1 一 121 ”3 YN 一 mm) 且 有 三 个 或 更 多 个 之 11 二 过 
(mod. 2Z)。 刀 旋 g8& 之 正 因 子 . 


Ar 
2dZ 2CZ 当 xi 三 mi …y xm 一 ?mi 且 不 


| [ 芷 |] ” 合 于 第 二 情况 . 


(3.2) 








其 中 | 忆 | 为 小 于 或 等 于 思 As 0 (如 [| 员 | 三 | mp 1). 
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林 乱 一 赴 明 了 

引 理 1 以 思 个 os z2 个 ozmo 个 am 组 成 定向 ( 计 方 向 ) 之 环形 排列 之 个 数 为 
jw om)， 

其 证 见 倩 种 孙 之 论文 。 循 环 排列 问题 中。 双 倩 种 孙 证 明了 电 

引 理 2. 以 思 个 ol z2 个 az .zw 个 am 和 组 成 不 计 方 向 之 环形 排列 之 个 数 为 


{f(nib ，…， mm) 十 Mn yam)]}， 
下 面 还 要 证 明 另 一 个 定理 郎 引 理 3 . 
屋 zi 个 GZ1》 Na2 个 az 7 个 am 7 一 111 十 站 了 2zp》 今 将 该 了 2 个 文字 布 列 于 一 定 


正 ” 边 形 Fi 72，……，7。 之 顶点 Fi， :…，7。( 宙 为 2 个 固定 之 位 置 ) 上 , 其 排 烈 的 集合 
以 CG 表 之 ,其 个 数 则 为 





(zl 十 几 十 zw)! 


夭 1 “7 拓 | 


设 8 为 ziyzz…… zw 之 gc 并 .而 2 为 8 之 正 因数 ;在 C 之 各 排列 中 经 旋 畏 <, 一 0， 机 


2 一 1 而 仍 与 本 身 重 合 之 排列 其 集合 以 G(Z) 表 之 , 则 G(CZ) 中 排列 之 个 数 为 
五 十 二 天 让 
Z Z 


(个 
《 套 考 [4] 之 I) ,在 G(Z) 之 排 烈 中 和 经 反 折 ( 即 有 一 对 称 轴 的 ) 而 仍 与 本 身 重合 之 排列 其 集 
合 以 于 (2) 表 之 ;, 百 (Z) 中 之 覃 列 之 个 数 为 24(Z) (参考 [4] 之 VD. 在 已 (1) 之 26(1) 个 
排 烈 中 可 分 为 4(1) 对 ， 使 同 对 二 排列 可 以 旋转 而 重合 ( 即 互 变 ) ， 而 异 对 者 则 不 可 能 ( 参 
考 [4] 之 VID)。 因 此 ,容易 知道 , 同 对 之 二 排列 必 同 属于 一 集合 G(CZ)。 故 有 

(一 ) 在 瑟 (Z) 之 26(2) 个 排 烈 中 可 分 为 4(d) 对 ,使 同 对 二 排列 可 以 旋转 而 重合 . 


(二 ) 在 G 之 诸 排 烈 中 , 经 旋转 < 5 一 0,1,2,...,z 二 1 而 能 与 本 身 重合 ， 且 又 


克 过 反 折 亦 与 本 身 重 合 , 如 斯 之 排 烈 之 集合 以 互 (z) 玫 之 (二 排列 经 旋转 而 重合 者 只 取 其 
一 ), 则 互 (2) 中 排列 之 个 数 为 4(Z). 

(三 ) 珊 pbzd 能 除 尽 g， 且 加 ， 妃 为 质数 , 则 

互 (piZ) 五 (pzd) 三 瑟 (ip2dZ)， 

印 豆 (piZ), 瓦 (pzZ) 之 公共 排列 (经 旋转 可 重合 之 排列 只 取 其 一 ) 之 集合 为 五 (pipzd) . 

这 因为 , 当 排 烈 46E 百 (pid)， 则 46EG(CpC)， 双 车 46 瑟 (pzd)， 则 46GCpd)， 因 之 ， 
46EG(pib2d)。( 瑚 考 [4] 之 II) , 今 4 反 折 ( 即 有 一 对 称 轴 ) 仍 为 4。 故 46E 瓦 (pip2) 或 则 
4 与 互 (pzd) 中 之 某 一 排列 经 旋转 而 重合 。 反 之 豆 (p2d) 中 任 一 排 烈 必 属 于 瓦 (bid)， 
五 (pzZ) 或 与 其 中 之 某 一 排列 经 旋转 而 重合 . 

引 理 3， 屋 zzz………zn(m>1) 之 g.c.d 为 g)8g 之 不 同 正 质 因数 (>1) 为 pp :加 


今 以 2 个 Giy 172 人 个 G23?“””"》 Na 个 am 粗 成 之 族 排 烈 中， 其 能 经 旋转 -2， (KR 一 0,1:，………， 




















ss 
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me 一 etarrneeneneraprrrneea seamgegeeeeerreeerrrr 


-一 1,d 为 8 之 因数 , 且 dz > 1)， 而 与 本 身 重合 ,又 经 反 折 ( 邹 至 少 有 一 对 称 帖 ) 亦 与 
本 身 重合 之 不 同 排列 (二 排列 经 旋转 而 重合 时 ,只 计算 一 个 ) 之 个 数 为 





及 (zl ，Mm) 一 了 ， A(ti) 一 二 有 (tipaz) 十 3 友 (bpipzps) 一 
轨 困 ，2 六 ,加 ap8 
其 中 
> 86( 思 ) 人 友 ( 芒 1 ) 中 = 不 ( 思 2 )， 
加 
2 hbit) 一 HA(Cpipz) 十 用 bits) 十 …， 十 1 思 -t1)， 
户 1, 加 2 
余 类 推 ， 


证 ， 因 2 必 会 癌 , ………， 刀 之 一 ; 故 本 定理 中 所 述 之 排 烈 必 包 含 在 百 ( 加 )，.……， 互 (px) 
中 ,但 五 (加 )， 五 ( 思 2) 有 瑟 (ap2) 公共 ; 故 
吾 ( 加 ) 十 {《 吾 ( 思 ) 一 吾 ( 加 思 )} (1) 
中 之 排列 无 相 重复 。 因 此 ,其 个 数 为 妨 加 ) 十 [ 允 思 ) 一 A(Capapz)]， 双 吾 (zts)， 豆 (pip) 包 
含 在 五 () 十 五 ( 思 ) 中 ,因此 ， 
豆 (p;,) 十 《 吾 ( 记 ) 一 至 (pip2)》 十 《 百 (p) 一 [ 豆 (pips) 十 (起 (pxp;) 一 吾 (pipzps))]》 (2) 
中 之 排列 无 相 重复 , 且 包括 瓦 (pi)， 瓦 (2)， 五 ( 思 ) 之 排列 ,显然 集合 (2) 中 排列 之 个 数 为 
A(zb) 十 (p2) 一 有 bit2) 十 《4(Cbs) 一 [2(Cbits) 十 《4ACtatp3) 一 罗 zipzts))] 上 一 
一 4( 辐 ) 十 用 思 ) 十 加) 一 [4(Cpaipz) 十 大 tt 加) 十 不 ( 加 加)] 十 不 加 jap3)。 
依 此 类 推 , 朗 得 所 求 之 证 . 
定理 3.1. 裔 微分 方程 (1) 之 积分 曲线 之 类 型 其 相应 之 排 烈 中 之 数字 只 有 a 个 工 ， 


一 ax 个 2,B 个 3 一 p 一 有 个 4， 其 中 由 < n+ lp<m 有 8 夭 一 一 ， 则 如 斯 之 


积分 曲线 不 同类 型 之 数目 为 Ka, bp 一 a, 有 B,m 一 户 一 有 )， 

今 将 此 等 积分 曲线 (同类 型 的 只 取 一 个 ) 之 集合 以 G 玫 之 ,G 中 每 一 积分 曲线 所 对 应 
| 之 排 烈 之 集合 以 耻 表 之 .。 显然 也 中 任 二 排列 为 不 同类 ( 计 方 向 ) ,由 ww 个 1,b 一 wx 个 2， 有 
个 3,z 一 bp 一 B 个 4 租 成 各 不 同 之 排列 ( 计 方 向 ) 之 集合 以 妃 表 之 ， 故 万 B, 而 由 定 
理 2.2, 知 . 

2 十 1 一 [xc 十 p 一 axa+28 二 2 一 一 B)] 三 2qg 之 0. 

双 由 定理 2.4, 知 号 中 任 一 排列 rx， (1) 中 有 一 积分 曲线 之 类 型 其 相应 之 排列 为 x. 此 积分 
| 曲线 届 为 民 : 显然 与 G 中 某 一 积分 曲线 工 ; 重合 或 同类 。 因 此 , x 必 与 如 中 某 一 排列 同类 


《 计 方 向 ) , 否则 工 z: 相应 之 排 烈 必 与 也 中 某 一 排列 同类 ,由 于 B 款 灾 3 刀 ，F1 相应 之 排 











列 中 有 宇 一 上 一 有 8 个 3, B 个 4 ,所 以 工 r# 相 应 之 排列 不 属于 B，, 因而 发 生 矛 盾 ， 故 必 丈 


属于 也 ， 序 妃 生 甩 ， 故 了 三 忆 ， 但 豆 中 排 烈 ( 计 方 向 ) 之 数目 为 Xayp 一 ayB，mz 计 克 生 王 月 ) 
《由 引 理 1) . 故 得 本 定理 之 证 

定理 3.2。 裔 微分 方程 (1) 之 积分 曲线 之 类 型 其 相应 之 排列 中 之 数字 只 有 wx 个 
1，7z 一 wx 个 2， 轨 委 2 十 1， 其 中 aw 款 0， 则 如 斯 之 积分 曲线 不 同类 型 之 数目 为 
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二 [Cai 一 a) 十 克 am 一 o)]. 


今 将 此 等 积分 曲线 〈 同 类 型 的 只 取 一 个 ) 之 集合 以 G 表 之 , G 中 每 一 积分 曲线 所 对 应 
之 排 烈 之 集合 以 也 表 之 。 融 Li 工 :为 G 中 二 积分 曲线 ,其 相应 之 排列 分 别 设 为 z，m。 
ma 不 售 数 字 3， 4。 融 2 相应 之 排列 为 z"， 则 到 :在 不 计 方 向 时 与 六 同类 。 且 三 工厂 
同类 .。 洲 半 与 到 或 薪 在 不 计 方 向 时 同类 , 则 必 有 ， Z2: 同类 ， 此 不 可 能 , 故 双 与 于 不 
同类 (不 计 态 向 ) . 故 了 中 之 排列 数目 等 于 G 中 积分 曲线 之 数目 。 其 次 以 < 个 1, mm 一 wx 个 
2 任 作 一 排列 x, 则 (1) 中 必 有 一 积分 曲线 工 其 类 型 所 对 应 之 排 烈 为 《定理 2. 4)。 显 然 
工 与 G 中 某 一 排列 屋 为 忆 i 同类 。 因此 普 必 与 于 同类 《不 计 方 向 )， 这 就 说 明 刀 中 之 排列 
系 将 w 个 lz 一 wx 个 2 所 组 之 各 排列 (不 计 方 向 ,同类 之 排 烈 只 取 一 个 ) . 故 由 引 理 2 , 知 


B 中 排列 数目 为 二 [fay mm 一 wa) + ha mm 一 g)]。 故 得 本 定理 之 证 . 


”和 肢 . 车 本 定理 中 之 w =0 或 轿 委 2 十 1, 则 如 斯 之 积分 曲线 之 类 型 至 多 有 一 . 
定理 3.3。 变 微分 方程 〈: ) 之 积分 曲线 之 类 型 其 相应 之 排 烈 中 之 数字 有 a 个 1， 


一 ax 个 2; 8 个 3,8 个 4 0< 有 一 一 一 人, 即 六 一 为 偶数 时 ， 则 如 斯 之 积分 曲线 不 
同类 型 之 数目 为 





二 {f(Ca， 参 : sw 2Xy 有 、 B) 十 玉 (a， 祖 一 0) 有 ， B))}。 


证 ， 今 以 < 个 1, 一 wx 个 2,8B 个 3,B 个 4 所 组 成 之 环形 排列 ( 计 方 向 ) 之 集合 (二 
排列 经 旋 转 而 重合 的 ， 只 取 一 ) 以 G 表 之 , 则 G 中 排 烈 之 数目 为 几 xy,bp 一 ay8,8) ( 引 
理 1 ). 

今 于 G 中 任 取 一 排列 4 人 1，2，3，4)， 作 下 之 四 排列 

4 3 
其 中 41!(1,，2，3，4) 乃 将 4(1,， 2，3，4) 经 反 折 而 得 之 排列 ,此 四 排 烈 之 集合 以 G: 让 之， 
称 为 4 之 傍 系 ,显然 .47 (1，2，3，4)，4(1，2，4，3)，41 (1， 2，4，3) 之 傍 系 仍 为 Gl， 
我 们 用 记号 三 " 表 两 排列 同类 ( 即 经 旋转 可 以 重合 ). 

故 车 4 (1)2, 3 4) 三 4 (01 2，3，4)， 则 4i (1 2, 4，3) 三 4TI(1,， 2，4，3)。 
KE 24 3)， 出 al 2 3 47 三 -ri 2 473)。 
大 4!(1 2，3.4) 三 加 (12,.4.3)， 则 4 (1.2 3,4) 三 4TrI(1, 2, 4，3)。 
若 Gi 中 有 三 排 同 类 , 则 第 四 排 亦 同属 此 类 , 

但 4(1, 2,3,4) 与 41T(1, 2，4，3) 所 代表 之 积分 曲线 同类 ，41: (1, 2，3,，4) 与 
4i(1, 2,， 4，3) 所 代表 之 积分 曲线 同类 ,因此 : 

当 G: 中 有 四 个 不 同 排列 时 ,其 相应 之 积分 曲线 之 类 型 有 两 类 , 当 G: 中 只 有 两 个 不 同 
排列 时 , 其 相应 之 积分 曲线 只 有 一 类 。 而 当 Gi 中 四 排 烈 此 为 相同 时 , 其 相应 之 积分 曲线 
有 一 类 . 

今 以 Gi 中 不 同 排 烈 之 数目 称 为 Cl 之 元 数 , 以 8gi 记 之 . 故 当 三 1 时 ，G 中 之 排列 
其 相应 之 积分 曲线 之 类 型 只 有 一 ， 当 8gi: 庆 1 时， (8gi 不 为 3 )，Gi 中 之 排列 其 相应 之 积分 


曲 和 之 类 型 数目 有 
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今 将 G， 中 经 过 旋 畏 < ， 8 = 0, 1, .dz 一 1,2>1) 而 能 与 本 身 重合 ， 又 经 过 反 


折 亦 与 本 身 重 合 之 排列 之 集 侣 以 区 记 之 。 则 5 之 排 烈 个 数 为 F(a,b 一 apB,B) ( 引 ， 
理 3). 在 G 一 6 中 之 排列 能 旋转 (或 反 折 ) 与 其 本 身 重合 时 , 则 反 折 (或 旋转 ) 不 能 与 本 身 
重合 . 今 于 6 一 5 中 任 取 一 排列 4(1, 2,， 3, 4), 作 其 傍 系 Gl， 于 (G 一 G) 一 G: 中 任 取 
一 排 烈 ，4;(1, 2, 3, 4), 作 其 偿 系 G:. 容易 知道 , Gl,，G; 无 公共 之 排列 , 双 于 [(G 一 G) 一 
一 Gi] 一 G: 中 任 取 一 排列 4(1, 2, 3,， 4), 作 傍 系 Giy 依 此 类 推 , 得 
GCG 一 C 王 CGI 十 G 十 .…. 十 G)。 

而 且 G;，Gi(Gi 半 让 无 公共 之 排列 .全 品 为 Gi 之 元 数 ( 序 不 同 排 烈 之 个 数 )， 则 G 一 5 之 
元 数 为 m 十 & 十 …. 十 gl。 故 由 引 理 丰 及 引 理 3 ,得 

gl 十 8 十 … 十 8 一 故 cb 一 apB,B) 一 Fabp 一 apB，B)， 


由 于 &i 尖 1 故 G; 中 各 排 烈 所 对 应 之 积分 曲线 不 同类 型 之 数目 为 本 故 G 一 去 中 之 
排列 所 对 应 之 积分 曲线 不 同类 型 之 数目 为 二 (本 计 2 


冯 (fa p 一 ay 有 有) 一 FPCay pg 一 2 及) 
而 5 中 之 排列 ,每 一 排列 属于 一 傍 系 , 二 不 同 之 排列 属于 二 不 同 之 偿 系 ,其 相应 之 积分 丁 


稻 之 类 型 亦 不 同 . 故 G 之 排 烈 所 对 应 之 积分 曲线 不 同类 型 之 数目 为 F(a, bp 一 w, B,， 有 ). 


因此 , G 中 之 排 烈 所 对 应 之 积分 曲线 不 同类 型 数目 为 
二 (Ca 户 一 ax 有 ， B) 一 下 (wa， 户 一 0 有， B)} 定 下 (Ca， 尹 一 0》 有 B， B) 王 
-- 站 (f(o,p 一 oa B, B) 二 Fap 一 apB)B)}. 
为 以 下 研究 的 方便 ,我 们 还 须 介 加 两 个 男 数 ， 设 ,ba 为 正 整数 或 零 


Y f(a， bp 一 0 有， 7 一 尹 一 有 )， 当 12 一 已 一 2c 十 工 为 奇数 ， 户 忆 7， 
B=0 


共和 


中 (rp ao) 一 fs 一 co 有 mm 一 ?一 B) 十 二 [zip 一 ac;2) 十 Faop 一 ae;c)]， (3.3) 


B=0 


当 m 一 祖 一 2e 为 偶数 , bp < xz。 
一 [fo m 一 0 十 os mm 一 o]， 当 尹 一 和 





yw 人 = 袜 bm pq) (3.4) 


定理 3.4、 屋 微分 方程 (1) 之 积分 曲线 所 对 应 之 排列 有 waw 个 1,z 一 wx 个 2， 其 中 3 


及 4 的 个 数 之 和 为 . 一 六 过 0)， 则 如 斯 之 积分 曲线 不 同类 型 之 数目 为 中 (my bo 但 
人 


证 ， 1"”, 车 > 一 2 一 0, 则 由 定 3. 2 即 得 本 定理 之 证 . 
2 ”， 著 z 一 >>0，(c) 当 m 一 王 2e 十 1 为 奇数 时 , 今 先 考查 积分 曲线 所 对 应 之 
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排列 有 x 个 1, p 一 wx 个 2,1B 个 3, 和 一 b 一 B 个 4， 其 中 B 和 ee， 这 些 排 烈 之 集合 区 
Jo (B) 记 之 ,其 元 数 为 fa, bp 一 wyB, 轨 一 bp 一 B)  ( 引 理 1). 车 B=0, 则 .ex (0) 之 
元 数 ( 由 引 理 1 ) 为 
Fa， 户 一 0 7 一 访 ) me (ayb 一 2X，0，712 一 户 ) (再 由 定义 即 得 ), 
又 老 w = 0 或 .Lo (有 ) 之 元 数 仍 为 f(ac, bp 一 w， B， 72 一 妨 一 有 ). 双 对 应 于 .e“(B) 之 
排列 之 积分 曲线 不 同类 型 之 数目 亦 为 f (a, bp 一 wu B, mm 一 训 一 B). 屋 B< 有 < e， 兮 
于 .ex (8D 中 任 取 一 排 4, 双 于 .ex (B) 中 任 取 一 排 4;， 显然 4，42 不 同属 于 同一 排列 
( 邹 轻 旋 圭 不 能 重合 ) ， 双 将 4 友 折 后 成 41T5 在 4 中 有 和 一 一 有 个 3， 而 4 中 有 
及 个 3， 
z 一 少 一 及 一 2e 二 1 一 B=e+1+(e 一 有 记 e+1> 有 ， 

故 4! 与 4 为 不 同 之 排 , 故 四， 4 所 对 应 之 积分 曲线 为 不 同类 型 , 因此 ， 所 求证 之 积分 

曲线 不 同类 型 之 数目 至 少 为 


了 


中 (zz ， 刀 ，w) 一 2,f(a,pbp 一 om 一 训 一 有 ). 


B=0 

今 届 B > e, 双 于 .ex (B) 中 任 取 一 排 4; (1，2，3，4) ， 今 将 排列 4:(1，2，4，3) 反 折 而 
得 排 45! (1,，2，4，3)， 于 是 4; (1, 2,，3，, 4) 与 451 (1, 2,，4，3) 所 对 应 之 积分 曲线 同类 ， 
但 .43(1l， 2 4， 3)， 其 中 有 12 一 旋 一 有 ; 个 3， 有 ;个 4， 故 1; 2 4， 3) 中 亦 有 12 一 户 一 有 :. 
个 3 有 个 4, 故 4 (1, 2, 4 3) 属于 .ex (mm 一 b 一 B)， 而 阅 一 一 外 王 ze 十 1 一 
一 甩 = (e++1 一 B) +e 秋 ce， 因此 ，.ez(8:) 之 排 烈 所 对 应 之 积分 曲线 之 类 型 已 计算 
过 了 , 故 所 求证 之 积分 曲线 不 同类 型 之 数目 为 由 az,，b，w). 

(b) 车 和 一 训 王 2e， 当 有 B< ee， 对 应 于 .ex (8B) 之 排列 之 积分 曲线 不 同类 型 有 


帮 (ay 妨 一 0， B， 有 有 B) 个 ， 但 当 B 7 则 对 应 于 .co (B) 之 排 烈 之 积分 曲线 不 同 之 
类 型 有 


二 (fa 一 ui ey e) 二 F(a)b 一 aeye)}。 ( 引 理 3.4) 


再 仿 2 "之 证 法 , 即 得 所 求 之 证 . 

综 上 所 述 , 故 得 所 求 之 证 . 

有 系 1， 彼 微分 方程 (1) 之 积分 曲线 所 对 应 之 排列 其 中 出 现 女 字 1 ,2 个 数 之 和 为 问 . 
文字 3 ,4 个 数 之 和 为 m 一 ( > 0)。 则 如 斯 之 积分 曲线 不 同类 型 之 数目 为 沙 m，, jb) . 但 
12 <? 十 1 

因 取 wx = 0, 1, .…，b 时 , (mb，a) 之 和 即 得 . 

著 微 分 方程 (1) 之 积分 曲线 所 对 应 之 排列 , 其 中 有 ax 个 1,bp 一 xx 个 2，8B 个 3， 和 一 
一 如 一 有 B 个 4. 则 由 (2.4) 有 

xx 十 训 一 wx 十 28 十 2(m 一 训 一 B) 十 一 2 十 1， 

其 中 > 为 偶数 ( > 0) 或 雳 。 所 以 
记 三 2 十 1 (mod.2)， (3.5》 
及 


2 十 2 一 (2 十 1) 一 户 委 j2， 
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让 
2m 一 (2 十 1) 和 bp 和 m， (3.6) 
采 2。 珊 ”为 奇数 , 且 微 分 方程 (1) 之 积分 曲线 有 姑 个 不 变 直线 (十 1>zm>0)。 
则 如 斯 之 积分 曲线 不 同类 型 之 数目 为 
[2] 
P(m) 一 ， 小 (m，2k)， 


太 二 T (oz) 


其 中 [| 万 小 于 或 等 于 亚 之 最 大 蒜 数 或 区， 及 





0， 当 mm 宝 2 


r(m) 一 2m 一 (z 十 1) 省 >2 十 1 


2 











因此 时 > 十 1 为 偶数 . 由 (3. 5), 知 请 一 2k, 不 为 正 整数 或 雳 。 双 由 (3.6), 当 关 委 = 5 
时 ， 尺 可取 3 [|. 


12 十 工 
2 


当 xm > 





时 ;而 24& 一 训 志 2 一 (2 十 1)， 


故 
> 和 二 人 十 了 


由 r(m) 之 定义 . 故 丰 可 取 r(m)， rm) 十 5 | 二 |. 再 由 系 1 , 邹 得 所 求 之 证 ， 





系 3， 屋 ” 为 偶数 , 且 微分 方程 (1) 之 积分 曲线 有 思 个 不 变 直 和 线 (” 十 1 > za > 0), 草 
如 斯 之 积分 曲线 不 同类 型 之 数目 为 
[ 叶 ] 


0(n) = 2 (2 一 1)， 


蚊 二 (3) 


其 中 
1， 当 和 m 窒 卫 ， 
0 
3 帮 


因此 时 ”十 1 为 奇数 ,由 (3.5), bp 三 2f 一 1) 有 为 正 整 数 , 故 和 可 取 e(mz)，e(m) 号 
二 区 了 :| 由 (3. 6) 及 条 1 , 即 得 所 求 之 证 . 





定理 3.5. 设 方 程 (1) 之 积分 曲线 具有 >” 十 1 个 不 变 直 和 线 , 则 如 斯 之 积分 曲线 其 不 
同类 型 之 数目 为 V%z 十 1,z 十 1) 一 1 


证 ， 不 失 一 般 性 质 , 可 愉 方 程 (1) 之 积分 曲线 其 > 十 1 个 不 变 直 和 线 为 x = 0;y = 有 xz， 
2 一 2,3，… 2 十 1 且 
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0 一 玫 二 大 < < 有 rt 








中 时 (1) 成 为 
六 二 CiX2 yy 十 .十 any* 
| Zoxz 十 …… 十 Do lxye 
作 
ff) 一 一 一 上 一 一 dot (ao 加 关 0)， 





20 十 DR 十 本 十 2 
1". 著 to-i 寺 0, 划 fo) 一 一 一 on; 
好 一 1 
双全 





fk 一 o (一 2， 02 十 1)， 
在 IV 这 一 节 , 旋 明了 下 面 的 公式 : 
人 rw 1 本 ce 
因 曲 线 在 直线 *=0 附近 之 类 型 同 为 第 一 类 抛物 的 . 故 0<w<1l, 由 上 式 , 朗 知 wo …，astrl 
中 至 少 有 一 个 小 于 1。 邹 曲 线 至 少 在 某 一 不 变 直 和 线 附 近 之 类 型 不 能 同 为 第 一 类 抛物 的 . 


车 bo-l 一 0， 则 有 

















二 
co2 一 工 Ce+l 一 工 

故 ww，:…，os+l 中 至 少 有 一 小 于 1， 亦 即 积分 曲线 至 少 在 某 一 不 变 直 和 线 附 近 之 类 型 不 能 
同 为 第 一 类 抛物 的 . 

综 上 所 述 , 故 知 

方程 (1) 中 没有 一 个 积分 曲线 其 对 应 之 啡 烈 为 [1, 1. .………，1]. 郎 以 > 十 1 个 1 所 组成 
之 排列 

f(> 十 1,0) 王 4(2 十 1,0) 三 1, 由 定理 2.3 及 其 系 和 定理 3.4, 故 所 求 之 积分 曲 
和 线 其 不 同类 型 之 数目 为 . 


冯 (fos 十 1 一 由 十 下 wm 十 上 一 = br +1,”+1l),a) 一 


区 二 0 


和 


十 


= 一 之 由 nz 二 lz+la) 一 1 一 VCzd+1lz+1) 一 1 


因为 


妆 


1 一 本 (fn 十 b 0) +An 十 1 0)) 了 
兹 再 定义 P(z 十 1)，O(Gz 十 1): 


P(z 十 1) 王 几 zz 二 1,z 二 1) 一 1 一 0O(G2 十 1). 
定理 3.6。 改 "为 奇数 ,方程 (1) 之 积分 曲线 其 不 同类 型 之 数目 为 


有 十 1 


2 十 汪 ， P(m )， 


93 二 1 


因 当 (1) 之 积分 曲线 没有 不 变 直线 时 , 则 如 斯 之 积分 曲线 有 两 类 ， 邹 简单 于 曲线 及 螺 





ss 
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旋 线 ,再 由 定理 3.4 之 系 2 及 定理 3.5 即 得 所 求 之 证 . 
定理 3.7. 变 > 为 偶数 ,方程 (1) 之 积分 曲线 其 不 同类 型 之 数目 为 


| 天 十 1 














Z 0(m). 
细 二 1 
因 > 十 ! 为 奇数 , 故 积分 曲线 一 定 有 不 变 直 和 线 , 再 由 定理 3.4 之 系 3 及 定理 3.5,， 即 得 
所 求 之 证 . 
V. 3 1 Re 
XI 一 1 = er 


《这 个 公式 为 王 志 成 同志 所 得 ) 珊 
(4) 一 ai 外 十 azj 十 .十 con 









































本 《4.1) 
20 十 DR 十 人 十 Do-18R” 
其 中 分 子 , 分 母 无 公 因子 屋 f) 一 和 = 0， 亦 序 
好 一 1 、 
Z， (ai+l 一 8) 了 丸 一 0 (4.2) 
人 =0 
之 一 工 个 单 根 依次 届 为 .fs， R4y "Ana+l1) 工分 一 oj 忆 2 一 0， 而 分 
六 ( 尼 ) 一 o， 2 一 1 2， 12 十 于 。 
我 们 要 证 明 
虽 1 才 1 1 1 
| xl 一 工 oz2 一 工 la 一 工 :Co 一 工 
| 今 以 Xi 一 必 +23 1 一 1， 本 由 (4.2) 及 根 与 系数 的 关系 ,得 
一 一 一 一 Cn 一 -一 _21 
及 太 (oco ) C1 0 六 (0) C2 六 
-1 
Con-1l 一 On-2 人 ] 
Cm 一 2 之 we 
Cn-2 一 On-3 2 ii 
Ce 一 Do-1 5 》 (4.3) 
-ee (一 1 一 xi X2 区 1 一 1 
Gz 一 1 Zoo--1 、 
由 (4.1) 得 
人 一 1 玫 一 1 玫 一 1 
之 (+1l)anil arl 耻 袜 222A 
六 (K) 一 人 =0 -一 ~ 人 =0 一 人 =1 4 《4.4) 
人 TBXRX ( 室 2 及 ) 
人 =0 人 =0 
由 (4.3) 有 
开 一 1 和 一 人 
,al 由 一 20 他， 1 一 3 4 本 工 
人 二 0 人 =0 


工 由 (4.4) 及 简单 计算 ,得 
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时 
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: | 和 | 
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二 1 
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| 
计 | 
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| 
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开 一 开 
(an 洒 po_1) 了 ， 人 2 Xt 
人 =0 GZzz 力 一 (4.5》 


池 一 1 
MXxt 
人 =0 





六 (sa) 六 (2z) 一 工 十 


(一 1， 2 


双人 分 中 一 有 if(xz) 一 0 二 as+?， 8 22525 和 一 上 








则 由 (4.3),(4.5) 得 
3 
f (xz) 一 1 十 一 一 一 一 0 (4.6) 
人 Baxxt 
全 0 
及 
rd (4.7) 
人 =0 =0 


在 〈4.6) 中 若 合 和 三 2 (1 尖 加 ， 即 相当 于 方程 j(K) 三 和 有 重 根 过, 便 得 到 了 (xz) 一 1 
(直接 计算 也 不 难得 到 ) ,因此 (4.7) 之 右 端 有 xi 一 2i 之 因子 ; 故 可 写成 


(w 一 1)xz (zs 一 2)， 


j 地 1 


1 二 1, 2， 712 一 工 








由 此 便 得 到 下 之 方程 组 
色 十 Bixi 中 直 记 2 aaa 一 1 二 (xi res X71) xz 
b em 浊 轩 1 
Bo 十 Bix: 中 和。 十 B。2x2 一 zkau 一 1) T Gxaz X 让 ) 二 xz 
0 一 工 入 3 》， (〈4.8》 


民 十 Pix。 趟 … 十 Box3-i = ci 一 1 一 一 0) 一 >221 


和 om 7 六 姑 一 1 


由 行列 式 的 性 质 , 通 过 简单 的 冰 算 , 便 得 














1 多 1 人 
和 央 这 
和 一 2 | 《2r 一 zj)， 
办 一 2 
1 多 用 一 1 
X? 1 X1 人 
# 一 1 玫 一 2 
X2 久 2 X2 
一 一 一 4 一 到 间 一 一 
人 Ai 一 一 (一 1)*xixzz xl (Cr 一 2)。 
二 1S ji)<iS# 一 1 
好 好 一 
录 四 一 1 Xiz 一 1 尼 m 一 1 























COX8 路 CIXNHI9 十 .十 CapyHz 
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人 一 上 有 (wm 一 禄 本 
0 一 二 1 


让 | ww mp es 表 抽 六 秆 认 人 六 二 下 二 二 入 省 信 二 了 全 


Xe_i(al 2 1) T[ 


0 一 开 关 s-1 








弛 一 久 
人 xi) XY1N 一 1L" ”多 1 一 1 








= 3a 二 了 于 (二 三 塘 ， 挟 芳 忆 和 二 


由 .一 1 二 评 1 评 1 
1 寺 





1 
z 了 1， 


SA [ Xi 。 TT (xi 一 六 ) 十 …， 


0 一 评 2 72 i 坟 1 





+ (-1D)"zeita 一 2 人 (一 Ts，T 居 一 os = 


人 一 上 ea-i 碎 z -1 1<i<iji<n-2 








人 DT xs。 由 (xi 一 六 )。 二 

















;= 1 1<i<ji<n-t 1 0; 一 1 
由 (4.8) 将 印 解 则 , 得 
缉 一 1 
1 2 人 
有 三 (一 1)*(ai 一 1)xixz xl [三 -|. 0 
由 (4.3) 之 最 后 一 式 , 得 
__1ANX 一 1 WA ee po(Co2 1) o2 一 工 
《 1) X1X2 多 1 一 1 PP 1) age ee 
再 由 (4.9) , 便 得 (xixz…… xs-1 计 0 及 注意 b0 三 os+?) 
1 二 1 辟 1 一 1 1 se 2 1 4 
2 Re 0 
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TOPOLOGICAL STRUCTURE OF INTEGRAL CURVES 
OF THE DIFFERENTIAL EQUATION 
aox" 十 aiX" 了 十 …' 十 an] 





”Be 十 Biy 十 十 思 芳 


LEE SHEN-LING 


(Eu Na Uzizexsity) 


ABSTRACT 


Let zi1，7z2， "1 be 712 positive integers，8g the g.c.d. of zz。 the positive 
factor of g (including 1，8g)。 加， 加， ……， 因 the positive prime factors of g. 1 << 加 到 
<< 刀 二 … :二 刀 9(O) the Euler function of 6 (for example P (5) 一 4)。RR the set of 
real numbers，T the set [0，1,，2，.……]，we difine firstly the following functions 
10，when xi 一 0)x 一 0,，.… xm 一 0 or any one of 


3 民 一 了 
( 杰 + + 和) 
1 要 
(有 (2 

6 广 6 


Xl 一 NIy MXm 一 No1 一 NI 十 .十 zzmw。. 


帮 x1， 本 5) 一 1 





9p(6)，when 


1 、 
广 之 





0，when Mi 一 0 …… xm 一 0;or any one of xl xm 
in 玉 一 了 
本 0，when xi 一 zi …… xm 一 Mr and there at least three 


下 和 1d. 
AKGxl， xz ，…， xm) 的 of 2 4 (mod 4) hold 


WwWhen xi 一 zl xm 一 1N1m9 
功 各] 





2 了 2 了 other than the second case。 





72 | . st 772 
and | 二 | is_ the greatest positive integer less than or equal to 了 


PFCai， 7zm ) 一 (z) 人 大 (加 加 7) 3 大 (加 加 zz3) 2 
轿 


力 1,72 力 1,2,3 
where 之 1 太 ) 一 有 菩 ) 十 及 ) 十 十 不 加 
旋 1 
忆 H(bipp) 一 有 bt) 十 困 加 加) 十 十 大刀 -I 加 )。 
力 1j2 


etc 。 
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porm 十 bizn-iy 十 .十 六 oym 








复 

Zf(a,b 一 op) 一 训 一 有 B)， 

6B=0 

when zp 一 尹 二 2e 十 1，- 如 瑟 有 力 。 


2 一 
4 pa 一 |Kep 一 pm 一 ?一同 十 二 [Ke 一 由 全 六 二 
十 R(Gatp 一 ae ec)]。 


when ?2 一 尹 三 2c < 72。 


二 [fa mm 一 四 十 4Ccy mm 一 w)]， when 户 一 入 7。 











所 
册 (mm,) 一 之 $(m， bw) . 


了 开 mw is odd，we difine 
[=] 
P(m)》 一 >， 由 (mm 2k)，when m2 <2 十 1，andiP(z 十 1)= 沙 (2 十 1,2 十 切 一 1 











站 一 Fe) 

and 
0， when mm 多 二 ， 
r(m) 一 2 一 人 十 1) nm > 土工 
学 2 
玫 = 这 even，we difine 

[= 
0O(m) 一 > 沙 (m2 一 1),whenm < 二 liand0( 十 1) 一 由 zz 二 12 十 1) 一 1 

二 一 2 (oz) 
and 


， when “72 委 | 
e(z2 ) 一 


2772 一 好 
2 
Then we prove hs following results: 


， when 12 > 一 . 


io 


(1i) 下 = is odd，the topological structure of integral curves of 
y" 一 Co 十 CIX2 一 1y 十， 宁 
Zoxa 十 ZIx2 ly 十 .十 Boy 








is divided into 


好 十 1 
2 十 3 P(Czz ) 
193 一 1 
(2) HI m is even，the topological structure of integral curves of 


本 Coxz 十 CiXnmly 十 .十 coyz 
Zoxz2 十 Pixeliy 十 .…. 十 已 yz 





is divided into 
旭 十 1 


> 0O(Cm) 


classes- 
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关于 可 三 角 剖 分 的 紧 致 流 形 的 模 2 示 嵌 类 
吴 振 管 


(石家庄 师范 学 院 ) 


?| 


关于 复合 形 或 更 一 般 的 空间 在 欧 氏 空间 中 的 实现 问题 ，Whitney 和 Thom 分 别 有 下 
面 的 结果 : 
定理 .(Whitney) 二 维 紧 致 微分 流 形 M* 可 微分 实现 于 RX 中 的 必要 条 件 为 
丽 4(M") 一 0,&ZPN 一 zz。 (1) 
定理 . (Thom) ”一 个 有 可 数 基 而 局 部 可 和 缩 的 紧 致 Hausdorff 空间 X 可 以 拓扑 实现 
于 Ry 中 的 必要 条 件 为 


I 必 


SaErCX; TD) 一 0， 2 十 rr 过 >N， 《2) 

另外 ,关于 此 问题 ,5 吕 文 俊 在 [4] 中 对 任意 一 个 Hausdorff 空间 X 引 入 了 一 组 上 同调 
不 变量 一 一 示 赎 类 @(X)， 并 说 明了 示人 嵌 类 和 拓扑 实现 的 关系 , 即 有 

定理 .一 个 Hausdorff 空间 X 可 以 拓扑 实现 于 RY, 则 

NM(X) 一 0， 

工 指 出 了 示 骸 类 Ce(X) = 0 与 Whitney 和 Thom 的 结果 之 间 的 关系 : 

定理 .如果 M"* 是 一 个 2 维 可 三 角 剖 分 的 紧 致 微分 流 形 而 p: @x (M") ( 即 Or (Ms) 
mod. 2) 一 0,， 则 





现 *(M”) 一 0, 有 8 志 N 一 mw; 
定理 . 如 果 M" 是 一 个 地 维 可 三 角 剖 分 的 紧 致 微分 流 形 而 球 4(M") 王 0, 有 过 N 一 >， 
则 
SecErC(M"; 7T) 一 0, 2 十 7 过 和 N， 
因此 ,自然 发 生 了 下 面 二 个 问题 2: 
(i) 是 否 有 (2) 式 成 立 但 (1) 式 不 成 立 的 > 维 紧 致 微分 流 形 存在 ; 
(ii) 是 否 有 (1) 式 成 立 但 028@"(M2?) 尖 0 的 二 维 紧 致 微分 流 形 存在 . 


本 妇 诈 明了 
定理 2?. 惟 M* 是 一 个 有 三 角 章 分 的 >(> 0) 维 紧 致 流 形 。 那 么 p@(CM”) = 0 的 充 
要 条 件 为 
SeErCM"; 7) 二 0, 28 十 7 之 N. 
联合 已 知 辕 果 , 即 得 


定理 . 裔 M" 是 一 个 有 三 角 章 分 的 z(> 0) 维 紧 致 微分 流 形 。 则 下 烈 三 个 事实 是 等 





”1958 年 9 月 9 日 收 到 . 
1) 这 二 个 问题 都 是 吴 廊 俱 先 生 在 一 砍 报告 会 上 提出 的 。 
2) 这 定理 的 必要 部 分 是 吴 康 俱 在 [4, 定理 4] 中 已 赫 明 。 





aa 
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价 的 : 
(il) p2G(M"*) 一 0; 
(ii) 于 *(M”) 一 0, 有 志 N 一 mw; 
(iii) SECM"; TD) 一 0，28 十 7 了 过 N. 
“这 也 就 回答 了 上 面 所 提出 的 二 个 问题 . 
本 文 在 $ 1 中 为 了 以 后 方便 叙述 了 Richardson-Smith 序列 以 及 上 下 同调 生 之 间 的 配 
对 . 8$ 2 中 建立 了 示 典 类 和 流 形 对 偶 性 质 之 间 的 关系 。 4 3 的 内 容 是 利用 $ 2 中 的 结果 以 
及 吴 [4, 定理 4] 中 的 方法 证 明了 前 一 段 的 断 语 。 最 后 一 节 是 计算 可 三 角 剖 分 的 ” 维 紧 致 
流 形 的 (2> 一 1) 维 示 媒 类 0": 当 =” 尖 2"(w0) 时 , 则 有 有理" 一 (M?") 一 0; 当 一 2"(a > 0) 
时 ,在 可 定向 的 假 届 下 , 则 有 中" 一 (M?) = 0. 
本 女 是 在 江 泽 涵 和 雇 山 涛 两 位 教授 的 鼓励 和 帮助 下 完成 的 。 作 者 在 此 致 以 谢意 ， 


$ 1. Richardson-Smith 序 列 


1. Richardson-Smith 序列 [参看 1, 第 一 章 (1) ]. 
慨 让 是 一 个 有 限 复 形 以 及 *: | 民 | 一 | 发 | 是 一 个 具有 周期 为 2 的 周期 变换 ,满足 下 面 
| 二 个 条 件 : 
| (i) z 是 单 生 变 换 ， 

(Xii) 如 果 一 个 单 形 和 被 硅 变 到 自己 ,那么 它 的 每 一 点 在 上 下 都 是 不 动 的 . 

设 也 是 六 中 任意 一 个 在 上 下 不 变 的 子 复 形 ,以 及 下 是 六 中 所 有 和 不 动 单 形 所 粗 成 的 子 
复 形 。 取 厂 (整数 模 2) 为 系数 大. 命 p= 1 + z, 我 们 有 [例如 大 看 2, $ 1, 取 空 间 为 有 
限 复 形 ] 下 面 的 Richardson-Smith 序列 

.一 Ha( 候 ,U F; TD) 一 oa( 头 ,U Fi TD) 一 >oHetl( 企 , 工 U F; TD) 一 区 

一 t+l (及 , 守 UF;DDD) 一 …，. 

[一 (五 展演 U Fi 三) 一 后 人 ( 开 ,了 荆 U Fi TD) 一 2 (民工 UF3TD) 一 上 
一 甩 (有 ,并 U FE; TD 一 …]， 

届 必 ' 也 是 一 个 有 限 复 形 , * 是 以 2 为 周期 的 变换 作用 于 天 上 双 届 世 ，F 分 别 为 

必 " 中 的 在 上 下 不 变 的 子 复 形 ,及 不 动 子 复 形 。 考 虑 单纯 映射 
f: ( 民 ， 了 ) 一 ( 必 ，)， 满足 大 = 地. 

如 同 普 通 同 调 序 烈 一样 ,有 下 面 的 交换 图 解 : 

.一 Fe( 让 7 守 U Fi TD) 一 Pa( 瑚 , 工 UF; TD) 一 Fetl( 玉 , 工 UF;TDD) 一 

1 一 Batl( 形 ,U Fi; TD) 一 …. 
.一 有 es( 氏 ,ZU 玉 ;7) 一 Be (开口 玉 ;7) 一 有 e+ 并 U 屎 ;7 一 
一 Fet ( 民 ，UETD) 一 … 

一 U Fi 厂 ) 一 ?改革 U Fi TD) 一 有 (KUFiTD) 一 | 
全 一 万 -ii( 民 , 工 UFi TD) 一 … 

一 甩 ( 锐 ;各 忆 ; TD) 一 (防守 UU 玉 ;7 一 万 (天 ,六 UFR ;TD) 一 
下 一 甩 - (人 芝 U FT 一 … 





(1.1) 


(1.2) 














1) 见 上 页 注脚 1. 
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由 上 述 交换 图 解 ,可 以 得 到 
HA4 2 奉 庆 天 
[js 三 太 罗 ]， | 《1.3) 
Wi 之 U FE; TD) 和 %( 度 , 工 U Fi 厂 ) 的 配对 . 
设 依 , 也 , F, z 如 前 。 从 [2, 34 页 ] 得 到 “He( 仿 , 工 U Fi; TD) 和 po ( 仿 ,U FE; 厂 ) 到 。 
刀 2 的 配对 . 这 个 配对 是 对 偶 配 对 [ 参 看 3, 75 页 ], 具 有 下 面 性 质 [ 套 看 2, 34 页 ] : 
B.?p(a) 一 P(B) .ayweEoB( 天 ,了 UEF; TDJ， BE2He-L( 翁 , 工 U ;7). (1.4) 
贞 是 对 于 固定 的 一 个 上 同调 类 BE2*He( 玉 ,二 U Fi;D) 决定 一 个 同 态 
《 、 B) : (天 ， U ; 7T2) 一 也 
妇 
《 ，B)6EHom (He( 天 ,二 U FE; 7D); 厂 ). 
B 到 〈《 ，B) 这 个 对 应 决定 了 一 个 同 态 ， 
7: ea( 仿 ,了 U FF; 7) 一 Hom(eB (民工 UF; TD); TD)， (1.5》 
不 难 证 明 这 同 态 ? 是 在 上 的 . 


$ 2. 示 媒 类 与 流 形 对 偶 之 问 的 关 任 
1. 示 艇 类 
为 了 清楚 起 见 , 让 我 们 回 厦 一 下 示 嵌 类 的 定义 [4，82 页 一 83 页 ]。 珊 和 是 任意 Haus- 
dorff 空间 . 靓 和 XXX 一 入 , 命 ZL: X 一 8 为 对 角 上 映 射 ， 定 义 天 沈 一 党 为 z(Czyy) 一 (yxz)， 
记 和 一 入 一 ZX， 则 上 是 光 is 的 一 个 周期 为 2 的 拓扑 变换 ， 且 无 不 动 点 。 记 X*# 一 .8*/z 
为 法 空间 。 命 SC%XY#) ，S(CX#) 为 奇异 复 形 。 依 P. A. Smith 对 SCX*#) 可 定义 一 组 同 态 
Pik :CS(CXY) ;TIT) 一 a+tCSCXY); TO)， 《2.1) 
T， A 为 偶数 ; 
其 中 7 为 整数 加 孚 ，ru 一 人 El 
珊 1 为 C"(CSCX*)) 中 整数 单位 类 ， 定 义 友 16E BEE (SCXs) ;Tb) 为 和 的 示 嵌 类 ， 以 
G'(X) 记 之 。 又 以 o 表示 模 2 狗 化 或 恒 同 厂 一 忆 所 引起 的 同 态 , 叫 po204(X) 为 模 2 示 嵌 
类 ， 
以 下 取 厂 为 系数 重 。 相 应 于 (2.1) 亦 可 得 一 组 同 态 
训 : 且 ?CSCX”) ; 万 ) 一 已 ?+ (SCX ); 2) 《2.2) 
具有 性 质 
Ai 一 《1 《2.3) 
取 16 CSCX ); 万 ) 为 单位 类 时 ,可 得 一 组 上 同调 类 ul16 瑟 *(SCXY) ; 7)。 不 难看 出 
与 0204(X) 是 相等 的 . 
2. 示 嵌 类 和 流 形 对 偶 之 间 的 关系 
届 M 是 一 个 有 三 角 剖 分 的 =” 维 紧 致 流 形 。 定义 龟 | 码 |*，|M* 等 符号 如 前 . 作 
|M| x |M| 的 一 个 三 角 剖 分 [例如 5, 66 页 一 70 页 ] , 记 为 M xX M, 使 上 在 上 作用 满足 $ 1 
中 的 条 件 人 ) 和 (i。M X M 的 第 一 次 重心 重 分 后 所 得 的 复 形 ， 以 (M X M)'" 记 之 记 
4ZM) 为 ZM 经 过 重心 重 分 后 所 得 的 复 形 . 对 任意 一 个 > 维 单 形 TrE (M X M 一 ZM) 在 
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(CM x M) 中 有 一 对 侦 胞 腔 2T"，, 维 数 为 2” 一 *。 容 易 看 出 到 T" = xdT"， 并 且 有 

8dIT” 一 : 马 T27H Tr] 2 (2.4》 
现在 把 dlT",TrE(CM x M 一 ZLM) 看 作 一 个 胞 腔 , 维 数 为 2” 一 *>。 以 (2.4) 式 定 义 边 界 运 
算 ， 如 此 得 到 一 个 胞 腔 复 形 C。 不 难看 出 上 在 上 作用 没有 固定 胞 腔 , 周期 为 2， 如同 $1 
中 的 (1.3) 一 样 能 引入 一 组 同 态 必 : “CC; 站 ) 一 "Hert(C; TD)。 利 用 TeE (MXM 一 ZM》 


与 LT" 之 间 的 对 应 , 邹 可 得 一 同 构 对 应 


方 : CCM x M, ZLMI; TD) 人 Core(Ci 7)， 
这 同 构 具 有 性 质 .o 万 = 万 p 及 D6 = 6D， 因此 导出 一 同 构 

方 ._ evCM X M, ZLM; 7) 一 oae(CG; 7). (2.5》 
有 下 面 交 换 图 解 成 立 : 


因 
PCM X M， ZLM; TD) 一 人 oOM X MLM; TD) 


fr pz 
oEPore (3; TD) 一 和 operatt(CG; 7)， 
事实 上 , 任 给 一 个 wEeH,(MXM,ZMI;T) ， 取 写 的 一 个 代表 鳃 peyeE CC(CMXM,ZM;TD) ， 
可 使 。 中 每 一 个 取 值 不 为 雾 的 单 形 都 属于 (M X M 一 ZM)。 根 据 户 和 > 的 定义 则 有 
pz 万 (pa) zx ApDa) 一 Do， Do(pe) 一 万 0u. 
由 于 5 方 = 方 6， 就 得 到 / 态 = 六 由 此 即 得 (2.6) 成 立 . 
由 在 (CM X M) ”中 的 所 有 子 复 形 LT", T"E (M X M 一 ZM) 所 构成 的 在 (M X M) 内 
的 于 子 复 形 ,以 N* 记 之 。z 在 N* 上 作用 满足 $ 1，(1) 中 的 条 件 G) 和 (i) , 且 浅 有 不 动 
点 。 融 N*# 一 N*/* 是 在 上 下 的 法 复 形 。 根 据 流 形 的 对 偶 性 , 可 以 把 Ha (N*; 厂 ) 与 
ea(CG; 7D) 剧 同 看 待 。 因 此 从 (2.6) 就 有 交换 图 解 


1 大 
HoCM X M， ZLMI; 三 ) 一 一 ?DotCM X M，ZM; ) 


全 人 亿 (2.7) 
ns HA 大 让 
PE2e 一 as  〈(N* iT) 一 一 一 > pFT2" 一 tt(N; 7T2)。 
由 于 | 六 *| 是 | 闻 |* 的 强 收 缩 核 [参看 6, 32 页 ] , 井 且 变形 时 与 上 是 交换 的 , 划 得 同 构 


耕 : He(|M|*; 7) 一 Be(|N#|; 厂 )， 这 里 的 ;是 由 包含 映射 天 |1N*| 一 | 让 1* 所 导出 的 ， 
工 且 有 交换 图 形 : 


Fe(SC|Ms|); TD) -和 ，FrertCSC|Ms|); 7) 


| | 和 1 这 (2.8) 


Ha(|N*#|; TD) 一 一 妃 ?+t(| Ne| ;72)。 
由 于 |N*| 是 一 个 有 限 复 形 ,不 难得 到 :按照 $ 1 的 Richardson-Smith 序列 中 的 同 态 


”以 及 本 节 的 (2.2) 分 别 有 下 面 二 和 组 同 态 


R PEa(CN*#; 7T2) 一 Ha+tCNe; 72) ，(hD) 3 CNV”; To) 一 有 CN ; TD) 








1) 由 于 N* 是 有 限 复 形 ,我 个 把 瑟 ?CN*; 7a) 和 太 9(CSC(1IN*1); Ia) 慎 同 看 待 . 








-之 工 
一 一 一 = 
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利用 对 应 p3 一 ac， 其 中 r (0) = (r: 人 一 N*# 为 自然 投影 )， 自 然 地 引出 一 个 同 构 
0: "He(N*#; 也) 一 媚 (N*#; 7T) ,和 并且 有 下 面 交 换 图 解 : 


ea 开 二 
pHe(N*; 7) 一 He+t(N* ;TD) 


ay 人 


Fe(N#; 7) 一 一 > Fe+t(N 业 ， 7) 
定义 也 = (和 #) 一 所, 划 联合 (2.7) ,(2.9) ,(2.8) 就 得 交换 图 解 : 


1 大 
COM X M, ZLM; TD) 一 okCOM X MLMI;D) 


5 jj 2 


有 。(S (| M*|) ; ) 一 有。 vsrkt(CSC|MY|); 三). 
特别 地 有 
DoZ 一 p2G4(CM) ， (2.11) 
这 里 Z 是 6。(M X M, ZLMi; DT) 一 厂 的 生成 元 . 


$ 3 0 CUM) =0 的 充 妥 条 件 
本 节 中 如 不 作 任何 声明 时 ,所 出 现 的 M 都 假定 是 一 个 有 三 角 剖 分 的 >(> 0) 维 紧 致 流 


形 


根据 (2.11) 立刻 有 

引 理 1. p0*(M) 尖 0 的 充 要 条 件 是 闪 Z 和 0， 2Z 为 DCM X M, ZLM; TD) 一 三 的 
生成 元 ， 

引 理 2. 关 2Z 尖 0 的 充 要 条 件 是 必 2 COM X M，ZLM; 厂 ) 地 0. 

钙 .必要 性 :由 于 (1.5) 中 7 了 是 在 上 的 ,必定 存在 一 个 IE? 一 (COM X M， ZLM; 厂 ) 使 
1 .DZ 夭 0。 从 (1.4) 就 有 

nx.Z 一 U.zoxZ 尖 0. 

这 就 证 明了 pxoeP2o 一 (COM X M,，ZM; 7) 款 0 

充分 性 : 届 存 在 一 个 IE (COM X M， ZLM; 厂 ) 使 有 2D 夫 0. 首先 知道 “ECM X 
X M, LM; 1) 。 7。 这 是 因为 先 从 正 合 序列 


-一 poFpzr (MXMCZLM;DTD) 一 Er (MX MLM; 万 ) 一 ”poFpn(M X M, ZLMi; 万 ) 一 
一 oFPet(M xX M, ZLM;7) =0 
和 得 到 ; 是 在 上 的 。 双 因 dzZGxz Q@1) =x 一 1=>xyxy6EHa(CdMi; 7)， 故 有 正 合 序列 
0 一 He(M X M, ZLM; TD) 一 古 C(M X Mi; 厂 ) 一 a(CMi;D) 一 0， 
由 此 即 得 Er(M X M, CdLM; 也 ) 二 Er(M X Mi;DT) 一 厂 若 2(M X MLM;TD) 一 0， 
则 由 Richardson-Smith 正 合 序 烈 朗 得 妇 "” (M X M，dLM; 也) =0。 这 与 有 Pr (M X M， 
ZLM; 7) 二 也 相 矛 盾 。 如 此 就 得 到 了 ?CCM X MLMi 也) 一 了 
由 (1.5) 及 上 述 事 实 知 7: “B"(M X M， ZLM; 7T) 二 Hom(eHCM X M，ZM; T2); Ta) . 
因此 , pm. 2Z 夫 0, 这 印证 得 闪 Z 款 0. 
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引 理 3， 当 不 委 ”时 一 定 有 pi@4*(CM) 壮 0. 
证 。 根据 Thom [7, 定理 4] 或 Bott[8, 引 理 1] 有 
pr 6: (Mi; TD) 一 peB2 一 (M X MLM;D) 
是 同 构 在 内 的 ,这 里 6 是 上 边界 运算 媚 "(ZM ;三 ) 一 aeHeCM X M，dZM; 5 尾 oostM X 
X M, ZLM; 7T)。 这 亦 就 有 
po 一 6: TCMi; TD) 一 嘎 BCM X MLM;I TD) C pe 一 (M X MLM; 三 ). 

由 此 得 到 必 ?2"(M X M,， ZLM; 7T 和 寺 0。 这 就 证 明了 引 理 4. 

引 理 4， 若 SHEr"(CM; TD) 一 0, 当 2 十 rr 它 罗 时 [定义 见 9, 235 页 一 237 页 ], 则 有 
.piGm(CM) 一 0( 自 袋 这 里 有 mm > z)， 

证 . 由 于 SECM ; 7T2) PCM ; 72) A 72， 郎 知 必 须 大 于 717。 

为 了 证 明 o@”(CM) = 0, 只 须 证 明 pe (COM X M, ZLM; DT) 三 0 就 行 了 (注意 
mm > 2)。 根 据 'Thom [7, 定理 5] 的 结果 ,有 直接 和 分 解 4 





2 好 一 173 


peFpom(M X MLM; TD) 一 > 四 Po 一 5ECLM; TD)， 
Y 一 [(27 一 12)/2]++1 


两 边 用 wo 作用 邹 得 下 式 ( 一 般 不 见得 是 直接 和 分 解 ) : 


2 弛 一 7 


pmeFprm(M X MLMI TD) 一 2 2 一 5OHCZM; 7 
Y 一 [(27 一 入 )/2] 


- 现 只 须 证 明 每 一 项 io 一 一 6HrCCM; TD) =0,r 一 [(22 一 z)/2] 十 1， 22 一 7 和。 
以 下 旋 明 所 用 的 方法 见 [4，87 页 一 88 页 ]。 彼 任意 一 个 避 EECCM; 站 江 一 [(2zx 一 


一 1)/2] 十 1， 2 一 2。 下面 讨论 时 任意 估 定 其 中 一 个 > 求证 明 pr 一 OU 王 0。 由 
[7 或 8, 定理 1] 


Zi6siU 一 0. (3.1) 


7 了 =0 


命 Sm: 有 CCM; 厂 ) 一 下 TCM TD) [ 见 9]. 对 于 SI6EETCCM; T)， 同 样 有 


湖 十 于 


民 ， pr+ti 一 i6SiSzU 一 0. 《3.2); 
根据 [9， 定理 2]， 有 下 式 成 立 : 
二 8 
人 9g or 一 | 侧 ne 0 ， 〔〈3.3) 
其 中 1 代表 模 2 单位 类 . 


设 正 整 数 k,r (r 为 已 固定 的 数 ) ,满足 2 一 rr 十 1 闷 十 > 疡 2 一 了 之 zy 十 工 (由 
于 ?必须 大 于 z, 双 有 7r 委 22 一 z1,， 则 有 2> 一 7 它 丸 它 7r 十 2 因此 正 整 数 和 必然 存 
在 )， 以 天 一 一 一 作用 于 (3.2); 一 0， 1，.…) 太 一 1 将 所 得 各 项 相 加 , 划 注意 彤 . 瑚 = 


1) 这 是 从 交换 图 解 








及 
2eHeCM X MLMi Ta) 一 > eHetCM X M，dM3 Da) 到 
HeaC(MXM, dLM; 1) | 本 | 6 Hes+H(MXM,dM;D) 
AHe (CM xxM; 71) > He(dM;， 7) 





具 及 0 -一 局 4(MXM， 4dMi Ta) 一 > 已 32C(MXM; Ia) 一 > 万 ?CdM; TI) 一 > 0 的 正 合 性 而 得 到 的 
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一 At+， 即 得 
r 十 2 类 一 2 太一 1 
之 es 产 入 本 Si 2 
= 
变更 上 式 得 
7 十 2 太一 2 炎 一 1 
Pd 一 18 和 SA IJ 一 之 pe 之 夫 Si IJ 王 
=0 
7 十 2 大 一 2 
9 0 Si 1 所 三 S2 Si IJ ) 
从 (3.3) 式 即 有 
7 十 2 类 一 2 
pe 5I 一 六 as 写 o SI U. (3.47 
了 一 下 一 太 
, 根据 假 屋 S“ErCM; 7) 一 0)24 十 7 和 r. 我 们 就 有 
So 一 0， 了 一 Ar 十 2K 一 2。 。 (3.5) 


因 28 十 > 之 22 一 7 之 妨 成 立 。 从 (3.5) 式 推出 pe 一 560 =0。 这 就 完成 引 理 5 的 证 
明 . 


定理 1 下 M 是 一 个 有 三 角 剖 分 的 zx(> 0) 维 的 紧 致 流 形 。 那 末 o@"(M) = 0 的 充 


要 条 件 是 


SaErCM; 7T2) 一 0, 当 28 十 > 之 mr 
证 。 这 由 [4, 定理 4] 及 引 理 5 给 出 


定理 2。 惟 M 是 一 个 有 三 角 章 分 的 z(> 0) 维 紧 致 微分 流 形 ， 则 下 面 三 个 条 件 是 等 
价 的 : 


GD pi”"(CM) 一 0; 
(ii) 于 *(M) 一 0, 志 mm 一 2 [ 套 看 4,79 页 ]; 
(证 ) SeErCM; 7) 一 0, 当 2 十 > 这 zz 


证 . 由 (i) 推 (i) 见 [4,， 92 页 推荐 1]。 从 (ii 推 (这 ) 见 [4， 定 理 6 及 定理 5]。 从 
(证 ) 推 〈i) 见 本 节 引 理 4. 


34. 9” (COM) =0 的 计算 
引 理 5。 惟 X 是 一 个 有 限 复 形 。 则 有 Si S27 3; TD) 一 0，0<ji<< 
习 2 
证 。 当 wx = 1 时 ,根据 本 .Cartan 所 证 明 的 公式 [大 看 10, 第 15 讲 10 页 ], 有 
SeSiE(X; TD) 一 SeCCX 7 心 百 (Xi TD)) 一 
一 由 囊 (X; T2) 必 刀 (X; 7T) 十 有 ECX; To) 忆 SECX;T) 一 0. 
归 生 地 假定 SS2 .52 31 HICX; IDD) 一 0,0<j<24 (>0). 现 证 风 S2 . . . S2S1 EX 
X (Xi; 7T) 一 0, 0 < < 24+。 根 据 H. Cartan 的 公式 ,有 
可 [SICX; 7 有] 一品 [5 有 中 (XI 记 下 (CX; TD)] 一 


一 和 [CSS .SSECOX; TD)) (SS SSEICX; TD))] 一 


ii 一 0 
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(is 当 7/ 为 奇数 时 ， 
这 攻 2 PCX3 TD (5s ss;TD))， 当 六 为 偶数 时 


由 于 0<< 志 < 24， 根 据 归 生 假定 , 有 5 st. .2 SEECX; L) = 0。 这 就 完成 了 引 理 
5 的 证 明 , 


引 理 6. 屋 X 是 一 个 = 维 有 限 复 形 。 则 有 S2-1HIX; 7) 一 Sr 
“Se Se 有 (TD)，2 汪 2 1) 
证 。 根据 [9] ,有 


地 一 1 
2 S2Si TI(X,， 7) 一 Sm SPOX; TD) 十 S2SIEICX; 7T) 一 0， 
一 0 种 
| 序 得 S" 鼠 (X; 厂 ) 一 S2S3 FICX; 7)。 先 欲 证 明 S2-IBI(X; 7) 一 Se 尼 ,， 
2 SBICX; TD) 

蚊 簿 地 假定 S2mH (X; TD) 一 SSEICX; TD)，(a > 有) 戊 立 
由 [9] 得 


K 一 1 





下 一 2 2 一 1 
《一 :一 ;ci 7 ck 一 2 nm 一 2 一 ] 一 iei 1 caK 一 
之 5 Se(3e SS5CX; TD)) 一 SS 32SIEICX;TD 一 0 
? 2 =0 
根据 引 理 5, 有 
2 一 1 
六 So 一 次 一 一: Si 一 2 el r7Jl 
所 7 a(S2 … “Se Se 感人 (和 7T2)) 一 
K 一 1 ! 
__ co 一 大 一 1 0 2K 一 ! | ea no 一 大 一 ]-; 天 一 2 1 
一 Sm SeSae …'SaSiHI(X; TD) 十 和 Sr Sa(S3 .SSEICX; TD)) 十 
一 1 


KK 一 1 _ 大 一 
十 SS SS2SEICX; 7) 
Ri At 本 
一 3 COX; 一 0 
从 归 答 法 假定 ， 序 得 52 EX TD 一 SCX; TD 这 就 证 明了 


人 NIC 一 ] a 一 
S2HICX; TD) 一 SS SSTEICX; TD) 


人 
我 们 考虑 
1 一 22 一 1 
Nm-22 一 ] ; ax 一 2 
0 Sa(S 2 ….S2SIEIX; TD)) 一 
1 二 0 
， 
oo io wz 一 一 ! 1 2 
SCXX)) 十 
zz 二 1 
a 一 1 2 
+ 330 ICX; 厂 ) 一 
乓 
a 一 1 a 一 2 a 一 1 va 一 2 
! 一 SR 3S3 SS1RLCX; 7D) 十 SS SSIEICX， 7) 一 0. 











oa 
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这 就 证 得 S2HI(X; TD) 一 SS SCX; TD 一 SS SCX3T)。 
定理 3。 屋 M 是 一 个 有 三 角 齐 分 的 =” 维 紧 致 流 形 ，2”” < 上 <2"，aw>1。 则 有 
Go 一 !(M) = px02o!(M) = 0. 
证 .和 欲 证 po" 一 (M) = 字 一 (M) 王 0， 只 须 证 明 S5BCM; ) 一 0, 2k 十 y 过 22 一 1， 
亦 即 只 须 证 明 So ECM; D) 一 0 就 行 了 (SECM; ) 一 0 自然 成 立 [ 见 9])。 根据 引 
理 6 及 引 理 5 有 


a 一 1 va 


S2-IHICM; TD) 一 Se S .SSIEICM; 7T) 一 0. 
定理 3 的 证 明 完 成 . 
定理 4 届 M 是 一 个 有 三 角 章 分 的 2 维 紧 致 可 定 向 流 形 ，z* 三 2"，w>0，、 则 有 
go-:(M) = pz-(M) = 0. 
a 一 1 ,aa 一 2 


证 .只 须 证 明 Sz HGCM; 厂 ) 一 Sa 3S3 SaSECM; TD) 一 0. 届 xz 是 x6E 刀 (MI;T) 


的 一 个 代表 上 闭 钴 . 取 a6 cxCNM; IT) 使 < 三 xz(mod. 2), 朗 有 bau 一 2y，?EC(M; TD). 根 





据 [11], 有 

6(Ca~ia) 三 一 oa 一 aa 十 aia 一 ai 三 一 2a~a 十 2yia 一 2 一 1y， 
及 

6(6ax~ al) 三 一 Da~ia 一 ai6a 十 aa 三 一 2y1a 一 2a 一 ty 十 4y\2y。 
由 上 两 式 邹 得 


6[(aw~ia) 十 (6a~xa)] 三 一 2aa 一 4a1y 十 4y\27。 
命 wvia 十 6a~ au 三 一 4。 上 式 就 变 为 
08 一 2 十 4a 一 2 一 4y\27。 
根据 上 边界 公式 ,有 
2 一 2 2 一 2 
Im Peer 
6(av…… ap) 一 6(a 一 ao) 十 (av 一 ao) 一 0 
2 一 1 2 一 1 22 一 2 
| AN mr Im 
一 6[(a 一 .… 一 ao) 一 (ev 一 ve 站 十 (oa) 一 (2a~a 十 4ay 一 47\27) 


2 一 ]_1 2a 一 ] 一 1 2a 一 1_ 1 2a 一 ] 一 1 








一 [5(a… .ao )、 (ax 有 “\ 志 2) (ca\… “6 和 -6(av .、a)]、 亿 

| 

2 一 2 22 一 2 | 

十 2a 一 va 二 4 一 ax-Dy) 一 4 一 oa)GY27). | 
由 于 所 设 M 是 可 定向 的 ,因此 有 


池 2 一 2 22 一 2 


一 IVR 一 
"os tw 十 2(av 。 “ah) (ay) 一 2(a… .ah)、(yv 2y) 0. 





即 有 
如 呈 业 ， 


人 me 
aa 一 xx 一 0(mod.2). 


1 2 。 
而 St S2 .SS1x 一 xxzx。 这 就 证 明了 SHICM; 7D) = 0. 亦 朗 定理 4 成 
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葬 ， 
附 主 1， 当 ”=1 时 ,明显 地 有 SECM; P) = 如 (M; 也) 尖 0 因此 @CM) 夫 0. 
附 主 2。 当 ”一 2 ， &%>0 时 ,吴广 俊 在 [4] 中 已 算得 > 站 2 ， &>0 维 投影 空间 'p* 
具有 pi 一 (p?) 一 @":(p") 尖 0。 这 疝 明 定理 4 中 可 定向 性 不 能 去 掉 。 
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ON ITHE MODULO 2 IMBEDDING CLASS OF TRIANGU- 
LABLE COMPACT MANIFOLDS 


WU CHENG-DER 
(SNip-CHpia-Chituazg NormiCl Col1ege) 


ABSTRACT 


For the realization problem of complexes or more general spaces in euclidean spaces。 
Whitney & Thom have obtained the following results: 


工 heorem。(Whitney) The necessary conditions for an xz-dimensional compact dif- 
ferentiable manifold M” to be differentiably realizable in RY are 


歼 *(M”) 一 0， &PN 一 7 (1)》 


Theorem。 (Thom ) The necessary conditions for a locally contractible compact 
Hausdorff space X with a countable basis to be topologically realizable in RY are 


SaFr(X， TITJ 一 0， 2k 十 yN. (2) 


Besides，in the case of Hausdorff space，Wu Wen-tsiinl0 has introduced a system of 
cohomology invariants imbedding classes @4(X)，and proved the following 





Theorem. HI a Hausdorff space ,X is topologically realizable in 及 YY，then 
，G'(CX) = 0. 


sw 
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He has also proved:. 
Theorem. If M”is an zx 一 dimensional triangulable compact differentiable manifold and 


1 .2GX(M") 一 0 [ie. GCCM") 三 0 (mod. 2)]，then 
用 到 4(M") 一 0),8 志 N 一 zz。 
Theorem. If M” is an 7 一 dimensional triangulable compact differentiable manifold ， 
and 了 “《(M”) 一 0, 丰 > 太一 12。 Then 
S5FrCM"; TD) 王 0， 2 十 rr 过 PN 


Hence，it is natural to us to ask: 
I、Js there any zz 一 dimensional compact differentiable manifold which satisfies (2) bnut 
not (1)9 


but p2GN(CM*) 和 0? 

In this paper I prove 

ITheorem2。 Let M” be an zx-dimensional (> > 0) triangulable compact manifold. 
then p2G(M”*) 一 0 when and only when 


Ser(M*; 7T2) 一 0， 2& 十 ”之 和 N. 


Hence we obtain 

Theorem。 Let M” be an zx 一 dimensional (> > 0) triangulable compact differentiable 
manifold._ Then the following conditions are _ equivalent: 

(i) p2@Y(M”) 一 0; 

(ii) 歼 t(M") 一 0， 太 之 和 一 ?zi; 

(证 )  S4tmmBr(M"， 7T) 一 0， 28 十 7 过 和 

According to this theorem，we know that no manifold exists as in I or II discribed. 

I _ obtain the relations between ,imbedding classes and duality for manifold。 According 
to this, and the method given by Wu [4，Theorem 4], I give a proof of the above theorem. 


From this theorem，I obtain the following 
Theorem。 Let M” be an 7-dimensional triangulable combact manifold. Then 


(iD Go 一 (Ms*) = 0，when 2 尖 2” (wa0); 
(ii)” 环 一 !(M2) 一 0，when 2 一 2“(a >> 0)，and M” is orientable. 


后 





1) The necessity has been proved by Wu [4，Theorem 4]. 








II. Is there any zx 一 dimensional compact differentiable manifold M* which satisfies (1) ， 
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直 交 多 项 式 航 数 的 求 和 
陈 建 功 


( 复 且 大 学 ) 


1. 屋 po(x) ，pi(x)，.… 是 区 间 (e,，2) 上 之 一 系列 的 就 范 直 交 画 数 , 孟 孝 夫 钙 证 明 : 当 
毅 数 志 (aslog log 2) 收 伊 时 , 直 交 夯 数 级 数 
dopo(xz) 十 aiDi(xz) 十 …' 十 aspa(x) 十 …， (1) 
在 {p。(x)】 的 直 交 区 间 中 ,几乎 到 处 可 用 正 阶 葵 查 罗 (Cesiro) 求 和 法 一 一 (C， oa) 求 和 法 ， 
2X>0 求 和 . 当 wa = 1 时 ,这 个 定理 还 有 波 尔 根 (Borgen) 思 和 卡 契 马尔 熙 (Karczmarz) 品 
的 证 明 ; 此 时 (C,，1) 求 和 定理 等 价 于 ( 见 [4] ) 孟 孝 夫 由 和 拉 特 马 吼 (Rademacher) 的 收 伊 
定理 : 级 数 志 (cslogz)? 的 收 伊人 多 有 (1) 的 几乎 到 处 收 伊 ， 孟 孝 夫 求 和 定理 中 的 因子 
(log log z): 是 最 好 的 因子 :事实 上 , 孟 孝 夫 叫 证 明 : 对 于 适合 w(z) = 。 (log log za)2 的 任 一 
增加 夯 数 ww(>) , 必 有 直 交 画 数 级 数 (1) 几 乎 到 处 不 可 以 用 阿 培 耳 〈Abel) 求 和 法 求 和 一 一 
当然 不 能 用 〈(Cc , wx) 法 求 和 一 一 但 是 级 数 志 am(z) 是 收 化 的 . 


今 届 r(x) 是 在 (a, 6) 上 的 正 值 而 且 可 以 积分 的 夯 数 ， 它 决定 着 如 下 的 = 次 多 项 式 
Pa(x) (7 一 0，1，… “ 


|. PC Puw(x)r(x)dx 一 (2 一 zr) 





0 《mm 关 zz)。 
本 篇 目的 是 在 研究 直 交 多 项 式 级 数 
fo ~ 袜 cuPoCD，c 一 人. Ke) Poor az (2) 


的 求 和 问题 ,最 后 也 蔗 芥 到 三 角 和 级 数 的 求 和 问题 。 


2. 那 渴 松 (HaraacoH) 中 证 明 : 当 f(xJ) ELip wa wa > 权时, 般 数 (2) 几 乎 处 处 收 倒 ， 这 
个 和 结果 ,我 们 把 旋 扩充 成 如 下 的 形式 : 
定理 1， 假如 妃 z) 的 连 灶 性 模 w (1f; 芒 能 使 积分 


| (fi; 2) log 一 学 
收入 ， 那 末 执 数 《2) 在 {《P。 (xz)} 的 直 交 性 区 间 中 ， 几乎 到 处 收 乱 


关于 (2) 的 《C,a) 求 和 我 们 建立 下 面 的 
定理 2， 假如 jz) 的 连 炉 性 模 w(f; 习 能 使 积分 


『 有 log 1 村 


log 也 
不 











* 1958 年 12 月 24 日 收 到 ， 
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收 敌 , 那 未 般 数 (2) 在 的 直 交 性 区 间 中 ,几乎 处 处 可 用 焉 阶 理 查 罗 求 和 法 求 和 ;就 是 帅 : 
。。。 。， 壮 e> 0 时 ,用 笠 处 处 谍 立 着 


f(z) = 袜 c.Ps(e) 《cq 


证 明 的 要 点 ,是 在 亏 c*P。(*) 几乎 处 处 用 〈c ,o) 一 一 在 定理 1 
和 必须 是 jx)。 首 先 建立 

引 理 1， 疏 4 (0 是 一 正 值 画 数 , 当 :一 + oo 时 人 C0) 单调 趋 近 于 0， 当 + > ， 时 ,成 
立 着 





( 码 ( 相 ) logz 和 286(，( 友 (ilogi” > 0. (3》 
于 本 必 有 如 下 的 NM 当 N > M 时 ， 
N N 
2， cza2logz2p(2) 和 6 ， 友 (mz) [ 厂 w-i(fD)z]1， 


123 一 Mo0 


这 里 Me < M， 


委 | 呈 


EDo 一 Edito)oo 一 | | 1 一 moOPrCoaz| ， 
o(x) 一 20 十 DIX 十 … “十 DoX7 和 
证 ， 改 MA(CM) log M 之 2z4(to) log 如 , 则 从 (3) 和 等 式 


| 8(Cti)dt 十 | logz (ICD) di 一 | za log 本 


知道 : 当 ， > M 时 ,成 立 着 ， 
14(i)logz < 6| 4CDdt。 
由 是 , N > M 的 话 ， 8 
王 oogs iD) <6a| Du < 世 3 woa Ga= [一 ID 
0 人 
> 呈 4m) = > ia) 并 2 

因此 得 到 0 ee 
-vies .An) <<6 人 NGw) <. (4 
由 最 小 平方 的 原理 : 了 

全 隐 . |. |f(x) 一 coPo(x) 一 … 一 cmPo(xz)|r(xz)Cx 一 (Enw(f)c)， 
将 此 竺 果 代 入 (人 ,就 三 明了 引 理工 


丽人 三 logz/t 则 ( 纪 (z)) logz = ， 纪 (Cit)logz 一 (log 切 "由 是 从 44) 得 到 
和 和 N 
汪 ， cz 人 (logz) 和 6 3 9 [已 一 (1) 坟 ]。 
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应 用 杰克 生 〈Jackson) ce ， 际 
三 (logaa<c 宛 ge | (es 二) G5) 


天 二 2 





因此 ,我 们 得 着 不 等 式 并 ca (log)? 区 c | 节 logz wz(f; 站 二 。 由 备考 夫 和 拉 特 局 吼 的 定 


- 理 , 和 级 数 (2) 几 乎 处 处 收 化， 定理 1 证 些 . 
， 男 数 At) 一 (log log 四 (zlogt) 一 当 * > 80 时 ,是 单调 减少 的 ,乘积 ( 友 ()) logz 的 稻 
对 值 小 于 & 妨 。 由 是 可 知 (4) 对 于 这 个 双人 也 能 成 立 . 与 上 同样 议论 ,我 们 得 到 不 等 式 
3 ca(log log 2)2 区 c| .Se log | ， 荆 )a. 
妃 一 M 帮 


M zlogtz 


利用 和 孟 孝 夫 的 (C , w) 求 和 定理 ,上 式 证 明了 定理 2 
3. 届 bp > 1, 当 帮 *)EZp(e， 2) 时 ,我 们 写 着 








5 | 和 
oo= 闻 让 王 C-D 一 (4 人 )fe+o| ra (6) 
那 示 wi(f; 切 co 就 是 o(f; 切 . 
假如 帮 0 十 2r) 三 大 0)， ae 
工 
oudioo 一 max||- 过 De (&)Fe + zzco) | ， G) 








Edi To = BoCDoo = min|| 1f(6) 一 Te)laaadb) 


但 T,(0) = >，(wcosy0 十 sinpy9)。 我 们 知道 四 四 
9 


FEs(f; To)mo<Mta(F 工 ) (8) 
7 /ie 
当 & 委 2 时 ,在 代数 多 项 式 人 迫近 的 理 花 ,相当 于 (8) 的 不 等 式 
巨 of bo)rzo 入 Mk wx (fr 二 《9) 


也 成 立 ， 事实 上 ,把 [<, 2] 变 成 [一 1, 十 1] 而 旱 x = cos0, 就 容易 从 (8) 导 出 (9), Mx 光 
是 和 有 & 有 有 关系。 从 上 面 的 理 戎 ,我 们 得 到 





克 c212logz .ApAC2z) 福 Cx | Dai 的 zz dz， (10) 
cx 和 刀 是 适当 的 常数 . 
顺 次 取 轴 CD 为 人 , 我 们 可 述 下面 两 个 定理 ， 这 些 辐 果 分 别 是 定理 1 和 定 


理 2 的 改进 . 
定理 3。 对 于 某 一 自然 数 久 假如 积分 


| wk(f; z)zslog 一 和 
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收 伍 ， 那 末 直 交 多 项 式 级 数 (2) 在 它 的 直 交 性 区 间 中 几乎 处 处 收 纹 . 
定理 4. 丽 是 1 或 2 ,假如 积分 


CE 


有 区 一 - 





『 CA( 太 ;zt) rs 


收 化 , 那 末 (2) 在 旋 的 直 交 性 区 间 中 , 几 竹 处 处 可 用 《〈《C，w) 求 和 法 求 和 ,但 w > 0. 

4. 现在 考虑 (2) 的 无 条 件 收敛 问题 ， 我 们 需要 奥 尔 烈 契 (Orlicz) 四 的 定理 : 

引 理 2 斌 0< 厂 (2) < 琵 (2 十 1)， ax < zk logzkrl 委 天]logmk， 

0 
奢 (z) 三 (oa) 

那 末 ， 当 航 数 志 cz 取 (2)log z 收 敏 时 , 直 交 画 数 级 数 (2) 无 条 件 地 几乎 处 处 收 伊 . 

为 简便 起 见 ， 写 着 Ai) 三 | log *| ，PosaGz) 一 | log me(z) | ， 

MGz) 一 DCp)OtD Zi-iCtDOCtD)2 ( 盖 1 7 > 1). 

画 数 萝 (z) = Mtz)/ACz) 当 *: 相当 大 的 时 候 , 是 * 的 增加 画 数 ， 珊 N > 80， 取 mx 王 NY ， 


那 末 ?xz) > 8; 因此 





十 .…<<0， 


了 三 (ok) > RAR) 3(RD)O7 一 (到 02， 
log zxk+l 一 Nlog ax， 二 1/ 奢 (xx) < op， 
由 引 理 2, 我 们 得 到 
定理 5. 届 p > 1。 假如 级 数 
志 cspi(z) (02(C2z)03C2) 0-I(CzDO(C2)2) 《11) 
收 敏 , 那 末 级 数 (2) 无 条 件 地 几乎 处 处 收敛 . 
当 t 相当 大 的 时 候 、 CD 一 # -0(z) 是 # 的 减少 画 数 , 井 且 成 立 着 


1 光 名 
(CD( 启 (站 7) =4G(1 + 了 了 IT )< 2 CD) 


因此 妈 (z) 满足 引 理 1L 的 (3)。 故 由 引 理 1 和 不 等 式 (9) ,得 到 


汪 c2 zlogz2zp(2z) 福 人 4 开 4n) [er 二 ). | (12) 


从 (12) 和 定理 5 得 到 
定理 6 设 记 和 是 两 个 自然 数 ,p> 1， 7 > 0。 假如 积分 


人 Zi-! 0 (z)? [wx (f; )7 2 


当 有 一 1 或 2 时 收敛 , 那 末 妃 x) Wi 〈2) 无 条 件 地 几乎 处 处 收敛 . 


注意 .著者 在 1957 的 论文 [10] 中 ,证明 : o(f;a < -含有 (2) 的 无 条 件 地 几乎 处 


和 (z) 
处 收 化”， 这 个 和 结果 为 定理 6 所 改进 . 
5. 显然 地 ,上 文 所 建立 的 任 一 定理 ,对 于 三 角 航 数 











dF(O) ~ 全 io 十 >， (ccoszg 十 posinz0)， (13) 


多 二 工 
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F(0) 一 |,fDaaG 和 
而 言 ,成 立 着 相对 应 的 定理 。 事 实 上 , 4(z) 芭 足 引 理 1 中 的 条 件 的 时 候 , 成 立 着 不 等 式 
人 ( 帮 十 到 ) mlogz (2) < 委 | Ck HACt)[wx(f; zz] az， 《14) 


wk(f; 2) 是 由 (7) 定 义 ，Cx 仅 与 & 有 关系 . 
关于 (13) 的 概 收 敛 ,我 们 可 用 人 迫 夺 斯 纵 (Plessner) 的 定理 而 不 用 和 孟 孝 夫 和 拉 特 马 吼 的 


定理 证 4(?) = 二 于 (14), 就 得 到 下 面 的 
定理 7 ， 假如 夯 数 妃 0) 能 使 积分 
| ,ed t) 务 
收敛 , 那 末 三 角 级 数 (13) 几 乎 处 处 收 仇 . 


在 讨论 (13) 的 无 条 件 收敛 之前, 先 建立 
引 理 3。 慨 4(5 氏 足 引 理工 中 条 件 ,并 且 积分 | ,4(D 普 de 收 化 , 那 林 般 数 


亏 4(z)[ 屯 s(f)zo] 《15) 


| .4Co)[eudf 26 (7 > 0) (16) 
对 于 某 一 对 的 数 &， 7 收 做 ， 


证 . 由 (9) 或 是 54 工 ) Jesseese 因 


此 ,积分 (16) 收 全 的话, 级 数 二 4m)LEs(fDz 收 和 化. 


现在 从 级 数 二 4(z)〈 瑟 。 (fro7 的 收 伊 ， 导 出 〈16) 的 收 线性 。 我 们 利用 已 知 的 公 
式 中 ， 


1 2 
oa < 人 并 0Do 
加 了 冰 2 


了 2 


而 得 到 
N 3 及 也 2 
由 柯 西 和 蒲 尼 亚 可 夫 斯 的 不 等 式 , 上 式 右边 的 和 小 于 
有 欠 也 
福 ,(m zz 之 [BE,-(j]. 


由 是 
so[。 (fr 


浊 瑟 { [EC 








[BE (及 。 4 
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当 z 上 >9 时 ,( 声 () 到 人 < 到 49 这 样 , 从 等 式 


Oog 上 
| 2 = 人 全 GD) ar 一 [4(D] 
_ 了 丰 
可 以 导出 不 等 式 
>， &(z)z 一 天 | ( 引 ) 帮 di < 28(7). 
因此 得 到 


三 ko[w(f 二 ) | <zce 王 [zePie 一 D， 


这 就 完成 了 引 理 3 的 证 明 . 
通过 引 理 3, 我 们 从 定理 6 导出 下 述 的 
定理 8。 对 于 某 - 自 然 数 ) 和 大 于 ! 的 数 >， 候 如 级 数 


下 二 ip)2a(z) ri(z)2Cz2[ (Po 


收 敏 , 那 末 画 数 角 数 (2) 或 是 (13) 无 条 件 地 几乎 处 处 收 敏 ， 
在 三 角 级 数 的 情况， 当 = 2 时 ， 定理 8 是 由 饥 利 王 讲 所 证 明 的 ) 
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SUMMABILITY OF THE SERIES OF ORTHOGONAL 
POLYNOMIALS 


CHEN 玫 IEN-KWONG 


(CFt7-ia?2z LUtzzitezsity) 


ABsTRACT 


Let {p(x)} be a system of polynomials normalized and orthogonal in (ea，2) with 
fthe weight r(x)，zpo(x) being of the degree 7. 


The chief object of this paper is to 
discuss the summability of the series 


8 
fa) ~ 袜 cps(e)，co 一 | .fc)psCerCeaz。 (G) 
# 二 0 
Tetting tbs(x) 一 co 十 cx 十 .…' 十 cnx? afid supposing fx)ELo(eD)，zb > 1，we write 
1 


1 六 
Bf; po)o = min|| 17Ce) 一 (Core)az| ， 


2m(x) L_ 





wk ( 帮 3; z)zo 一 max 1 


141<t 





羡 (-D- (9 fx 十 2) 


Firstly we prove the following theorem: 


3 T (aaz| 





1/e 
1) If the integral | 2 (万 z)7 lg 二- 公 converges then〈1) converges p。p. 
0 





1 
le log log ， 
2) If the integral | oOX( 方 tr dz converges，then (1) is summable (C ， 
0 
log 
/ 
2) p. p. for any w > 0. 


The proposition (1) improves a theorem of HaTaHcoH(9 . 
on Menchoff"s (C，w)-summability theorem. 


Secondly，using a theorem of Orlicz and writing 1(Cz) 一 | logzil zs 人 t) 一 | logz(Ct|， 
AMiCt ) 一 OCz) -01(2) 太 (zi) ，we prove 

3) If the series 己 c21r(z)XMi(2， 思 ) converges for a number 加 greater than unity，then 
《1) unconditionally converges p。Pp. 

From this theorem，we derive 


四 
4) Let 1 and 8 be two natural numbers,>1, 有 一 1,2.Ifthe integral | Ni(t， 力 )。 
0 


The proof of 2) is based 


[wok(f; 0)o 全 converges then (1) unconditionally converges p. p. 


This result 4) improves author"s previous theoremlol 


,and is equivalent to the following 
和 roposition : 


5) If the series 志 zmAXi(z，b)[Eo(f)c] converges，then (1) unconditionally converges 


卫 . P. 
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The foregoing theorems hold also good for the trigonometric series 


dF(O) ~ 了 十 3 (ca。cosz0 十 间 sin z0 ) ， (2) 


弛 二 1 工 


D 和 
where F(O) =| f(z)dea(t) with at) 0 (zt > 0). However，in the place of (1) we 
0 


can estabjlish 


6) 于 [wx( 帮 0); 0 全 < oo ,then (2) converges p. p.，where 帮 (0) 三 j(0 十 2r)- 
0 
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蔡 查 罗 求 和 法 在 巴 拿 赫 空间 - 
李 训 紧 


(上 海 数学 研究 所 ， 复 旦 大 学 ) 


1. 总 设 ” 慨 wx 是 一 实数 而 不 是 一 个 负 整 数 , 是 一 巴 拿 赫 空间 , 当 x6E 巨 时， 以 sl 记 
元 素 * 的 模 . 设 zi 6 厂 4 一 0， 1 级 数 





之 zi (D) 
的 wx 级 第 = 蔡 查 罗平 均 是 
o(U) = 二 SU)。 
此 地 
S5(CU) = 工 49 一 ?li 
十 Ne _ -To 十 wa 二 1) 








zz ,TFT(z 十 1)TCa+17” 
如 果 当 ”一 o 时 , a3(U) 收 委 于 zx，x6EE， 那 末 我 们 疝 级 数 (O) 可 以 (Ca) 求 和 于 wx。 
联系 着 级 数 (0)， 我 们 也 考虑 粗 数 


二 2 (7T》 
及 其 we 级 蔡 查 罗平 均 o(T) 一 (42) 一 二 Lw 一 ii 


G. Alexits 册 证 明 : 届 wa 三 1, 关系 


le 一 CO = of 人 (二 一) 





成 立 的 充 要 条 件 是 
las(7TD)1 = O41). 
J. FavardD 拓 广 G. Alexits 的 车 果 于 任 一 自然 数 wx 三 太 。 

本 交 拓 广 Favard 的 结果 到 任 一 正 数 w。 关 于 需 级 数 的 (C, 1) 平均 便 为 C. B. Creq- 
KHHO 研究，A. 多 . IIokaxmom 研究 了 需 级 数 的 一 类 相当 广泛 的 求 和 法 ,包含 了 (CA)， 我 
个 把 旋 拓 广 到 任 一 正 数 级 w 的 4C，o). 

2. 首 先 建立 几 个 等 式 

下 & 广 一 1, 一 2， ……， 那 林 





* 1959 年 1 月 18 日 收 到 ， 








42 数 学 学 ， 报 10 笨 





















































的 的 0 S?(U) + (e+1+2)Ss(D)， (1) 
TD = 一 开 六 hoz(O) 一 人 十 (e+1+m[Iato) 一 四 ， 02) 
3 光 隐 人 1 s S8(T) 1 9 
(0) 一 的 十 本 不 疙 At Oo 1 
< 0 xX 十 1 G2(T) 
史 和 荆 二 9) 二 元 二 和 村 。 
证 根据 S; (7) 的 定义 ， 
S*(U) 王 二 瑟 上 jj 一 之 xi 计 机 
由 于 
S 4 ， 一 akl 一 宣 十 2 一 十 工 了 
> 困 4i-i 一 do 一 rw 4 一 )， 
故 上 式 右 端 等 于 
2 人 an， 
二 1 (Ca 十 zz 1)4m 一 ; zt mp 业 4 一 ji 一 有 一 11b7? 
由 是 得 到 (1)。 从 (1) 就 得 到 (2) 
(3) 的 第 二 个 等 式 容易 从 
人 (一 1)! _ (2 十 oa)CL 十 o) 
L43 | (3 十 oa).…….G 十 wx 十 1) it 十 w 十 1) 
明白 。 现 诈 (3) 的 第 一 个 等 式 ， 当 >” 王 0 时 它 显 然 成 立 。 涩 2 三 1 时 ， 写 的 左 端 是 
1 
zo 十 9 而 写 的 右 端 是 
X 十 1 @ a 本 tt1 
由 本 nr 
故此 时 等 式 成 立 . 
SCT)= 一 (e+1l)m 一 (ax 十 1) 之 SCI) 十 2S5(CU)， 
因此 





4 轴 
p3;(U) = (e 二 TD 由 十 (e 十 贡 字 mm 4 二 }+sCD= 








=(z+Dhm+ 1 二 4 ; 写 + +D 蕊 SF CT) -二 53(T。 


4 和 1 =12X 十 2 十 1 
由 于 





号 = 43 革 二 一刀 4， 


二 0 C& 十 1 
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疡 一 1 一 












































3 4 SF (CT) E - 写 SCT) (4s+l 一 49ti) 一 
1i=1 = 一 1 4 拓 1 =1 和 了 一 1 4 六 ! 
一 刀 全 二 避 &% 十 2? SS 了 
ax 十 1 4 43? 疡 二 二 7)， 
斯 以 pzS?*(U) 等 于 
区 思 4p 有 (27) 一 
思 Lp zio 十 2 PT 十 S5(T) 
二 1 S? (7 了) 人 机 
= ah?lw+- 1 3 + 号 () 1 2 十 w 人 
注意 
。 
2 十 G 43t+ wx 十 六 十 1 waw 填 庆 十 王 
我 们 就 得 到 (3). 
3. 定理 1 设 x >0， 那 末 关 系 
评 1 
le 一 <CO1=o( 二 一 ) 
克 立 的 充 要 条 件 是 
lc>(7T)1 = 0O(01)， 
证 。 裔 llc2(7T)| 入 M，M 是 一 常数 。 屋 p > z， 由 (3) 得 
旋 
(LI 一 me 和 wx 十 1 (7 CT 
0 之 六 下 本 人 1 站 二 下 这 下 全 下 和 相让 人 


右 端 的 模 等 于 0 ( 忆 ) = o(1)。 由 于 空间 巨 的 完备 性 , 当 -> og 时 ,as(0) 有 极限 wx。 由 
是 ,从 
































is x 十 1 as (7) 
一 GoAU) 一 人 工 Wi 
人 了 
得 到 
cm 71 1 M 
mm 一 一 < 委 
ta es v 王 ( 二 
<xM( 二 1 ) + M < < 十 2Mh 
2 十 1 7 十 2 2 十 [w] 十 2/ ex 十 z 十 1 x+1 
反之 ,如 果 
Il 一 (CO 和， 
那 未 由 (2) 得 到 
x 十 1 4 aw 十 1 十 : 
las(7TD)| 么 趟 二 - 公 。 二 O(1). 


定理 2. 届 各 之 人 1 之 …， “他 An 之 … “ho 一 0 > 盖 038 和 五， 
lc*(7) 一 可 委 )， 
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于 本 当 ” 一 o 时 “5(0) 有 根 限 "ez 且 


一 ar(U) 三 人文 1 wx 十 3 
) 十 1 一 人 
此 地 6。6 E, ||6。|| < 1. 


证 ， 由 假 届 cs(7T) 三 上 十 加 X， 7o6E, |7o|l| 入 1 由 定理 1, as(D) 收 伍 于 五 的 一 
个 元 素 XU。、 由 (4)， 


十 1 1 由 wx 十 1 ， 
xp 一 0G5(U) 一 | 家 让 | 一 一 了 -2 
定 revRES x% 十 姑 十 1 1 x% 十 2 十 1 


由 于 ),。 的 单 凋 性 ,上 式 右 端 最 后 两 项 和 的 模 不 超过 


刀 1 工 区 | 二 二 二 























i27412 十 wx 十 1) &X 十 姑 十 1 1 十 1 
定理 证 上 华 . 
现在 证 明定 理 2 的 道 . 
定理 3， 慨 c > 0， j > > …>j> 一 0， 琶 zt 加 都 属于 Blzoll < 1 
假如 
十 人 nn 
er (Sy》 


于 未 序列 (zs(7)) 具有 极限 
证 。 我 们 首先 注意 











X 十 1 1 We C +o( ) 
;ji274i 十 wx 十 1) ww 十 2 二 1 72 二 1 (zz 十 1) 人 广 






































所 以 定理 3 是 定理 2 的 道 . 
从 (2) 和 (5)， 
05(T) 一 2, 47[x 一 ac(U)] 一 (ac+1+m[x 一 a(U)] = 
RS (6) 
_ oa+lis oa aa+1 二 + wa 十 1 二 .471 ao 十 1 十 
4 本 2 十 1 了 5 二 让 2 十 1 = 
人 
mm 4 2 
re 人 Tc 二 +1) arFrw+1) ax- 
寻 着 )。 = o(1), 我 们 得 到 
les (7) 一 如 迄 c(1) 十 > 本 人 = of1). 
定理 证 毕 . 
定理 3 可 以 精确 化 如 下 : 
定理 4， 慨 “> 有 > 0, 8 < 1, wz6E， 假 如 
ES_ 1 1 
le 一 DOD 一 让 = 人 二)， GO) 
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那 末 








laCD -中 = (二 


证 ， 利 用 


aa 了 
人 


来 估计 (6) 中 的 和 ,我 们 得 到 , 当 w 六 工 时 


0 < e-2 
工 -全 = 忆 0+D +o( 荆 G+D ) 











_ (十 1) sa (十 了 
“Fe 有 + 9 人 )= 六 二 十 0OCe 1 二 00D， 
而 当 wx = 1 时 , 直接 可 得 








=0 8 1 ii 一 0 太 (27 
利用 上 面 的 精 果 和 (7) , 那 末 从 (6) 可 以 导 册 


iD 一 站 于 2( 语 二) 二 村 -本 (这 志 克 
未 项 是 











op 六 6+D =- 二 动 


i 一 0 (> 史 1)8 
这 就 证 明了 定理 4。 


为 了 进一步 的 讨论 ,我 们 引进 一 个 记号 。 屋 a >0，7 是 一 自然 数 ， 数 序列 4 一 人 
是 有 界 的 ,我 们 定义 








、 &X 十 1 GZ 
2 44 一 人 
[Z ] (41 本 区 








可 
[Z3 ]:(4) 0 人 人 


[zs]:(4) = FEzs](LL7] (4)) = 二 二 -4 一 Le ， 


容易 验证 : 车 4 十 了 3 =fcei+2),A4 三 (ci 那 末 当 2 一 0, 1,， 2，…… 时 ， 
[Z*]i(4 十 了 3) 三 [Zr]i4) 十 [Zr]iB)， 
[Z? jiG4) 一 和 [ZL ](4)， 
[Z?],(4 十 B) 王 [ZL2]. (04) 十 [2z]B)， 
[Zr ],(A4) 一 人 [Z2], 4) 
在 下 面 用 到 的 是 4 = 工 = {1j， 此 时 我 们 简写 [Cs ], (IT) 为 [Za ]，。 
引 理 1， 对 于 任何 自 处 获 "及 任何 正 数 w 当 w mg 时 
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a1 ._eaGa 一 1) (wa 一 > 十 1) 1 
ri(z 十 1)7 二 和 十 


证 ， 此 式 当 * = 1 时 ,已 述 于 前 。 今 届 字 当 * 时 成 立 , 那 未 从 


nn 人 
[Pa ]m TPR 二 二 1 

















_ 号 (x+l)a(a 一 1D)… (ao 一 "十 D)_a(a 一 1)……(a 一 > 十 1) 1 
之 71 (5 十 人 71(zz 十 人 十 O 人 


就 得 到 








as1 eaGa 一 1) (Ka 一 ”>) 1 
[Ps]rr Cr 十 1)!(z 十 1)r+l 于 (ce 十 TH) 


引 理 1 证 明 完 上 毕 . 
引 量 2， 丽 丰 和 * 都 是 自然 数 ， 候 如 * > 忆 那 来 [24], 一 0, 当 * < 《时 














1 
[za = 四 
人 (za 十 直 )(2 十 2) (2 十 考 ) 
证 . 当 ” 王 工时 ， 
ev 7 1 1 1 1 1 1 
[= 王 ( 工 - )- 和 和 和 介 = 
之 人 z 十 和 十 1 12 十 十 1 2 十 1 2 十 2 2 十 天” 


车 > 三 尹 <& 时 引 理 成 立 , 则 当 > 一 训 十 ! 时 引 理 也 成 立 ， 事 实 上 ,于 


: 1 人 
[7 ] 开 (] 1 本 


代入 [Zsz ]。 的 值 , 划 项 序 得 


1 1 mm 1 1 
[Zs ]p+l 一 之 一 -一 一 一 一 一 
人 之 ， 8 本 (十 二 )……， (十 z) 之 z 十 太 十 1 本 “十 io) 


= 工 s 1 


1 1 一 袜 < 和 <…<ip+I<K+1 G 十 让 0)G 十 志士 zol) 























二 1 


一 下 1 <<…<ip<ip+1 一 大 十 1 十 站) (十 io+l) 


有 


se 
一 TS 说 <…<zipAISK G 十 iD)( 十 2) (十 2+1) 





中 克 


一 天 1<ia<…<zp<zp+1=K+1 (z 轩 二 ) G 虽 22) ( 呈 io+1) 





Yi 


im 2ci<o<ip ickt+L (十 王 ) 十 加 ) (十 加 +1 


< 








im 1<i<…<ipHi=ktl 人 十 四 ) 人 十 io+1) 基 
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1 
一 久 1<j<…<ip-HISK ( 十 六 ) ee ( 十 21p+2) 


-到 二 汪 ie 


1 一 有 4 十 1 1<<…<zpA1SK (i 中 二) (; 中 思 ) hv ( 十 ip+1) 
由 是 当 ” 委 & 时 引 理 成 立 。 双 因 


人 一 二 】 (可 1 
[Zs ]k+l 工人 是 储 束 ， 1 /7/CG 二 1T) (G 十 2).……(G 十 人 (>z 十 1).……(2z 十 K)(>2 十 K 十 1) 

















1 由 1 攻 1 了 
svg PVRxTwT CE 
故 当 ”> >& 时 [Zs], 王 0。 引 理 证 些 . 

定理 5， 届 c > 0, j > 1>…>)>>…，ju 一 0，! 是 一 自 然 数 . 著 关系 








? 
0Gx(T) 一 z 一 1 . 力 十 ol (2 一 0 1)2， xi“ 雪 


7 一 1 
对 于 巨 的 元 素 5 6 …， 刁 及 加 成 立 ,并 且 zj < 1， 那 本 序列 {o3 (0)) 收 化 于 互 的 一 
X 十 3 





1? 
zw 一 ai(U) 一 [L3]z 十 > [ZL2]r 坊 十 























7 二 1 2 十 1 Own， 
此 地 0。E; 6, < 1 
证 ，。 由 定理 1,axs(U) 在 互 中 有 极限 x。 应 用 等 式 (4), 得 到 
ee 1 
本 (互生 和 村 + 
wa 填 1 .二 1 
7 r ”tr 一 Zn ]，' 力 
(三 二 区 和 十 之 1 2 
2X 十 1 771 人 。 人 
+ 王 河 < 二 &X 十 姑 十 1 
= [L2]， .z 十 二 [3]ra 十 生 二 go， 


由 是 定理 得 证 . 
当 a 王 1 时 ,由 引 理 2 得 到 C.B. CreqkHH 的 结果 (〈[3] 引 理 4)。 
系 . 在 定理 5 的 假 届 下 , 当 % 三 & 是 自然 数 时 ， 那 末 


min(7 一 1,K) 


& 一 GUI) 一 [L4] zt 十 之 【二 全 和 





名 
4. 福 里 埃 圾 数 的 蔡 查 罗 求 和 让 f(x*) 是 以 2r 为 周期 的 周期 画 数 ， 它 和 |f (*)|?， 
1 和 bp< oo ,在 区 间 0 和 x 和 2x 上 都 是 勤 so fs)ELP(0，27)。 画 数 族 ZL”(0，2r) 
是 ZL?(0，2xr) 的 子 族 , 其 中 夯 数 都 是 连续 画 数 ， 
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lp 


oo,Tf) 一 sup ， lx 十 太一 fc = sp 人 (| |fCx 十 不 ) 一 fxz) ar) ，1<bp< oo ， 


of 帮 一 oo(6; 力 一 ,sup | (zx 十 4) 一 大 zl。 一 sup max|f(x 十 4) 一 fx) |， 
当 os(6, 门 三 0(6") (0<a 和 1) 时 , jx)E Lip(a， 刀 )。 福 里 埃 航 数 
fx) ~ 当 十 王 (wecose 十 砍 sinKx) 
的 共 琶 级 数 是 
(aksin fx 一 pkcosKx )。 


极限 式 一 王 除 开 一 个 圭 集 一 一 
lim 和 (Ceksin kx 一 pkcosKx) 愉 一 站 (x) 








7 一 1 一 人 大 =1 
定义 着 fx) 的 共 二 画 数 . 
A. Zygmundg] 诈 明 : 当 fx)ELip(1, ) 时 
时 一 包 相 一 (外 17 一 也 oo =o( 于 一 )， (9) 
且 指出 当 a > 0 时 
0 0 ， 1 
必 一 区 i = o (二 一 ) (9) 


仍 成 立 .后 来 G Alexits 册 证明 (8) 是 f(*)6ELip (1, 2) 的 充 要 条 件 . 现在 我 们 证 明 
定理 6. 让 ax5>0,1 委 妨 委 ofc)ELICO，2r)， 那 末 (9) 是 fx)ELip(1，,) 的 充 
证 .首先 设 1 < < o。 我 们 从 Hardy-Littlewood' 定理 知道 : 当 f(x*)ELip (1，, z) 
时 ,有 一 稻 对 连 和 矿 画 数 g(x) , 七 几乎 处 处 等 于 fx)。 角 数 


一 二 ， R(CaksinAx 一 BKcoskx) (10 ) 


炎 三 1 


的 w 般 第 ” 蔡 查 罗平 均 52 (x) 就 是 夯 数 g (x) 的 福 里 埃 般 数 的 wx 级 第 >” 获 查 罗平 均 : 写 着 


1 em 
KR<(i) 一 一 十 cos At 
2 之 4 人 





形 (s) 一 榴 (sg ) 一 一 E g (xz 十 丰 K (zt)dt。 


由 是 


-| 


|K2 (zt)| (小 |g Ce 十 Da】 必 =000. (11) 
由 定理 1， 8 





Ice 一 区 Ce Pb = o( 一 一) 


区 十 法 4 
反之 《9); 伟 有 (11), 由 此 级 数 (10) 是 C*(0，2x) 中 某 一 画 数 的 驻 里 埃 级 数 中 所 以 
f(z) 几乎 处 处 等 于 一 坡 对 连 炉 夯 数 g(z)，&(z) EL?(0， 2r)。 由 Hardy-Littlewood 定理 ， 
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f(x)ELip(1，). 


次 设 加 一 1. 车 f(x)ELip(1, 1), 则 由 Hardy-Litdewood 定理 , f(x) 等 从 于 “有 界 变 
差 画 数 g(x) , 那 末 航 数 (10) 对 应 于 zag(x), 且 


上 肥 C9 且 入 王 | 1agD1 -人 TIKsGoia = o(0)， 


由 定理 1 就 得 到 (9)。 反 之 ,车 (9) 成 立 , 那 末 (11) 成 立 , 从 而 中 级 数 (10) 是 一 有 界 变 差 画 
数 的 福 里 埃 - 斯 底 尔 阶级 数 。 由 Hardy-Littlewood 定理 , f(xz)ELip (1, 1). 
最 后 届 p = oo. 车 fx*)6ELip (1, o), 则 jx) 几乎 处 处 存在 且 有 界 , 从 而 5 (xz) 

(> 一 0, 1, 2, .….) 是 均匀 有 界 的 ,由 定理 1 就 得 到 (9)。 反 之 ,车 (9) 成 立 , 那 末 歹 (*) = 
一 0(1), 从 而 o 级 数 (10) 是 一 有 界 画 数 的 福 里 埃 级 数 、 故 f(x) 是 一 起 对 震 态 男 数 ， 且 其 
导数 几乎 处 处 存在 且 有 界 , 郎 画 数 f(*)ELip(1, o).. 定理 证 毕 , 

由 定理 6 立刻 可 以 得 到 A. Zygmund 所 指出 的 但 未 加 证 明 的 
定理 7. 慨 w>0,1 < 尹 委 oo,f(xz)ELPC0， 2r)， 如 果 





f(x) 一 之 ca2 9 
那 末 





Ifo 一 汪 ePll = o|e( 二 一 :| 


此 定理 对 于 回 = o 时 , 陈 建 功 教授 外 售 在 某 些 限制 下 葵 予 了 证 明 ， 现 在 我 们 是 对 于 
1 委 少 委 o%, 且 对 os(0, 17 没有 加 任何 限制 . 

现在 我 们 应 用 上 面 所 得 的 种 种 结果 来 研究 福 里 埃 授 数 的 葵 查 罗平 均 数 台 近 夯 数 的 
冉 题 。 关于 用 福 里 埃 级 数 的 线 性 求 和 法 来 逼近 连续 画 数 的 问题 ， 全 为 许多 作者 所 
研讨 ?0。 C. M. HoxbcKkHiD2 售 在 空间 工 中 讨论 这 种 问题 。 但 对 一 般 的 Ze(0，2r) 
《1 < 尹 < oo) 的 研究 似乎 还 是 空白 。 现 在 我 们 对 (C, a) 求 和 法 来 讨论 LAC0，2r) 中 的 逼 
近 问 题 . 

定理 8 让 w>0,1 委 委 十 ,7 是 一 自然 数 、 起 


fx 六 一 > Ca ， 
限 如 大"(z) 是 起 对 连续 的 , 且 (=)6 (0，2r), 那 林 
[= ] [] 
fa) 一 的 (ze 力 一 世 [je 二 之 [Cj fo| 


www Cs 


证 ， 设 1(*) 稻 对 连续 , f(*)EZ2(C0,2x), 那 末 由 了 (xz) 三 坟 (xz) 知道 地 (xz)EZLPC0,2x)。 
由 定理 7， 























If 一 25(Cejl=o(o( 二 7))= o(w( 一, 站 ))， 


此 地 的 5*(x, 丰 ) = 5 (xz 力 , 故 由 定理 2 得 到 
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lfo 一 ooe 六 一 [7Colb=o(- 工 o(- 工 让) 
故 当 r = 1 时 定理 成 立 。 用 数学 归 灿 法 及 定理 5 可 以 完成 定理 的 让 明 . 
条 中 ， 好 1 < 十 吕 ，r 是 大 于 等 于 2 的 自然 数 ,加 时 
fx ) 2 Cz 本 


玫 二 0 


大 (xz)ELip(l, 加 ， 那 末 
| ro -wePD- -二 
这 只 要 注意 到 引 理 2 ,应 用 定理 8 即 得 . 
对 于 非 需 级 数 型 的 福 里 埃 报 数 , 我 们 有 


定理 9， 慨 c > 0,1< 尹 < 十 co,y 是 一 自然 数 ， 假 如 fx-)(x) 是 契 对 连续 的 ， 
fmCx)EL (0，2r)， 那 末 








二 攻 如 r 站 








7 (“) | 





[] [] 
|f(x) 一 a2(x, 1 丰 ) 一 业 [22 ]z-r7ew (xs) 十 总 [2 ]， je)(x)||， 王 


=o(a7 or( 二 1 小 


证 . 当 ” 一 0 时 , 作 fGx) 的 斯 捷克 洛 夫 夯 数 
jx(x) 一 工 - f(Cx 十 z)dtz， 








那 末 节 ] 
已 (9 用 芝 二 wz PD 一 因 放 入 (全 ,让 
由 定理 6 ， 


忆 (2) 一 敌 (e 和 用 生 二 全 二 二 oo( 用 ， 


此 地 4 是 仅 与 w 有 关 的 常数 。 由 M. Riesz 不 等 式 


Ilp(o) 一 (e 加 用 二 二 全 








1 
wp(A， 站 )。 
所 以 
(xz) 一 ax 用 委 有 一 用 十 由 一 65(Cx jl 十 (zx 太一 力 | 委 


/ 上 各 
< 入 wp 人， ) + 区 1 二 (4 放 ) 十 C(Ca)ll 庆 一 州 * 委 








有 。 四 
< coos(<; 让 + 二 力 ， 


此 地 C(a) 为 仅 与 有关 的 常数 ， 取 妈 三 ， 邹 得 到 





本 








lrc 一 G5(xy 四 | = 


旋 


故 定 理 当 ”= 0 时 成 立 , 然 后 用 数学 归 生 法 及 定理 5 机 
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和 柔 . 在 定理 的 条 件 下 , 届 “三 1, 那 末 


Li =o(cs oo (1 人) 


f(x) 一 G8(x， 旋 ) 全 人 es 字 
现在 我 们 证 明 一 些 道 定理 . 兹 们 是 以 定理 3 和 4 为 基础 的 ,而 不 用 (. 吕 . BepeHInTeia 
的 方法 中 ,因为 用 他 的 方法 得 不 到 所 要 求 的 辐 果 . 
定理 10. 设 w > 0， 故 *) 是 以 2x 为 周期 的 连 村 的 周期 夯 数 。 如 果 


lm(n 十 1)(7(z) 一 生 (z, 及) 一 玉 (2) 
关于 * 均匀 地 成 立 ， 此 地 9(x) 是 一 有 界 夯 数 ， 那 末 f(*) 有 回炉 的 导 画 数 (*)， 并 且 


of (x) 一 9(x)， 
如 果 w> 有 >0,8<1， 


Ce) 一 和 Cr 力 一 -于 sa -2 十 
关于 * 均匀 地 成 立 , 那 未 























+o 人 (二 十 1 


一 (xz ) 一 oa 
fo 一 oo 门 = oO( 二 二 
证 。 由 定理 3 ,在 定理 的 条 件 下 , 航 数 
一 ZKCaksinkx 一 如 cosKkxz) 


玉 三 1 


的 “ 般 第 = 蔡 查 罗平 均 , 当 = 一 oo 时 ,均匀 地 收 仇 , 因此 是 一 连续 画 攻 的 福 里 块 级 数 ， 
写 的 逐 项 积分 所 得 到 的 航 数 是 1(x) 的 入 里 埃 级 数 , 故 当 ”一 o 时 ,as(x,yf ) 均 匀 地 收 做 
于 #(z)， 由 是 定理 2 ,均匀 地 成 立 着 
_; 3 生 人 汪 

Fa 一 5(e 力 = [Zi fo +o( 二 = 二 foO+o( 二 二 一 ). 
改 of (s) = 9(*)， 由 是 定理 的 前 全 得 征 ， 至 于 定理 的 后 华 , 只 要 应 用 定理 4 即 可 完成 证 
明 . 

对 于 空间 Ze(0, 2r*) 《1 委 户 < oo ) ,我们 有 相应 的 定理 ， 不 疮 述 了 . 

5. 棍 才 数 的 葡 查 罗 求 和 


定理 11. 慨 1(z) = 到 ctzk 是 单位 圆 | = | < 1 中 的 正则 画 数 ， 写 的 ” 级 导 数 








儿 的 1 (|z | < 1). 屋 w>0， oo(z 放 一 部 1 ck2k/ 42 ， 那 末 当 * 一 1 时 、 


k=0 





1 
sup |f(z) 一 as (z, 丰 | 三 O (二 下 )， 


汪 7 六 工 时 ? 


we 
包 了 总 险滩 熏 1 以 。 吉 一 1 
现 1a 一 0 有 六- 王 (DPI aoC1=o( 
假如 六 (xs) 在 |z | < 1 上 是 连续 的 ， 那 末 当 > > 1 时 


更-AGD 一 站 CD zolro 人 (cre 人 人) 








f = 1 (7 十 上 六 
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此 地 w(3, 加 ) 是 画 数 妨 (e?) 的 连续 模 . 
定理 12. 设 (=) 是 单位 圆 |>| <1 中 的 正则 坪 数 ,e > 0, 关系 


im(z 十 1)f(z) 一 Ga(Czy 用 一 9(z) 


在 |z| < 中 均匀 地 成 立 ， 此 地 9?(z) 是 单位 园 lz| 1 中 的 有 界 男 数 , 则 夯 数 f (>) 在 圆周 
16| 一 1 上 有 境界 值 了 (5 )， 并且 f(z) 在 jz 私 1 上 是 连续 的 ,还 有 azf (=) = 9(z). 
假如 x > B > 0， B 和， 且 在 |z| 只 1 中 均匀 地 成 立 着 


帮 z) 六 一 Ga(z, 丰 ) 一 CD 1 o( 二 一 





那 末 


人 (=) 一 (xz 了) 王 O (天 -7) 


(mm 十 T)P 
奉 |=| < 1 中 均匀 地 记 立 . 
这 些 定理 的 证 明 类 似 于 $ 4 的 定理 ,不 准 述 了 .同时 也 可 以 把 它 个 拓 广 到 妃 。 ( 娟 之 1) 
中 bn 


参 考 文 醋 


[1] Alexits，G.，Sur lordre de grandeur de Papproximatoama daone fonction ptEriodique par les sommers 
de Fejkr. decte Mect1. 瑟 wz2g.，3(〔〈1952)，29 一 42. 

[2] Favard，J.,， Sur la saturation des procecdeEs de sommation。 Josre。LILiosreilIc<，Nexuoicme ycric,， 36 (1957)， 
359 一 372. 

[3] Creqkgg，C.B.，OUegKa ocTaTKa Da TeEnopa ME BegDTODSX KJacecoB 2H3JIBTHJqecKkHX 由 yHK- 
HB 着 。7H3z6. 4F CCCP，cep. aie..，17 (1953)，461 一 472. 

[4] IIogano，A. 人 .，K Bompocy cyMMEPOBaHEB 中 yBKUE 直 Kaaccos Bin。、 14P CCCP，116 (1957)， 
750 一 753. 

[5] Zygmund，A.，On the degree of approximation of functons by Fejkr means、Bu11、4mzer。 Mat1. Soc.， 
51 (1945)，274 一 278。 

[16] Hardy，G.-Littlewood，J。E.，Some properties of fractional integrals，I. ne Z., 27 (1928), 565 一 606. 

[7] Zygmund，A.，7Tyigomzomietyical rericry，New York (1952). 

[8 ] 陈 建 功 : 具有 极光 滑 的 境界 曲 缕 之 区 域 二 的 解析 函数 用 它 的 注 巴 拖 数 之 理 查 罗平 均 数 均 匀 地 来 迫近 它 。 复旦 
学 报 ( 自 然 科 学 )，2 (1956)，89 一 124 。 

[ 9 ] KomMoropoB，A。H.，Zur Grassenordung des Restgliedes Fouriersche Reihen differenzlierbarer Funk- 
tionen。-L4212。of ,Meat 怒 .，36 【1935)，521 一 526.。 

[li0] HakoxlbcKHBE C。M.,， IIipam6mm5xeHge DepBonEqecKEBX- dyYHKIB 下 TDBrOEHOMeTDHdecKHMH DUOJIHHOMaMH。 
7Tp)yoOot -AiC1te-h.LKH-1IG LHC1iex-z06a，15 (1945). 

[il] Tawag，Ai 中 .，AnnpokcEMarEgBHEIe cBoicTmBa JeaHoX MeTOnROB cyYMMEDOB2HRHF DUOB dypbe. ZL13z6. 
4F CCCP，ce1p.、 .CQ11e.p.，ai7〔〈1953)，99 一 134. 

[12] HagkombckBt，C。M.，IIDEg6xakerae 中 VyNKIIE 下 TDaroBOMeTDESeCKEMER IHOJEHOM3MH B CDeIHReM。/T136. 
4PF CCCP，cep. AQa171BP.，19【〔〈1946)，207 一 56. 

[13] Haragcog，H。 II.，Komecmzpymmzerzaa mme2p9 AMEE，NM. 一 几 .，1949. 

[14] TIpaeanop，IH， HH.， 太 paxzwHare ceoiicmieI CEILLITTIITEPCUIE INKUENE NM. 一 中.，1950. 

[15]  Axre3ep，H. I1.，.Tekzwzz mo meopaz arzpoOctAIIEE，NM 一 ., 1947. 

















1 期 李 吕 径 : 殖 查 罗 求 和 法 在 巴 拿 村 空间 区 





MET0I CyMMWMPOBAHWMR 4E3AP0 B MP0OCTPAHCTBE BEAHAXA 


JJ]H CIOHP-IH3HHb 
(CHMamzeHC1IU4LEcKEUE LHCIEUNI1IE ULGHXG9 了 HUEEeDCUIIE1E 四 -MaH6) 
Pe3sloOMe 
IJIycTP wa 一 BeIIecTBeHHOe 9qHCcJo，w 拓 一 1, 一 2,.……，H 万 MBJIWeTc ITpocTpaH- 


cTBOM BaHaxa， HopMa x6 五 o603HaqaeTcg qepe3 lx。 TIycrb weEG 一 0,1,2,，.…)， 
paccMoTpHM pg 


二 (0) 
[Iono 水 HM 


ofDJ ) = 





S5(U)， 


TIe 
Sas(U) 一 La 
i = 一 0 


4 和 一作 十 1)Ga 十 2)(Ca 十 2) 一 T(z 十 w 十 1) 
好 ! F(a 十 1)TCz 十 1)- 
PRI (D) MPI 6ymeM Ha3sPIBaTb (C ，w) 一 CYMMHPyeMbBIM K 3JIeMeHTY X，ecIE 
Jim Gz(U) 一 xz。 


Hapmay C poOM (U 品 ) ，paccMOTPHM pH 








之 7 (CT》 
H ero 〈(C ,waw) 一 CpenHHe 


o(T) = 可 14 


一 1 ， 


G。 Alexits 册 IOKo3sad cyleaylOIIYIO TeopeMy: ecJH w 一 1, TO，mg TOro .9To6bI 
HMeJIO MecTO paBeHCTBO 





一 “COL= o( 一 一 )， 


Heo6XORHMO 了 IOCcTaTOqdHO，qTOG6HBI 
lc (7 川 三 001)， 


J. Favardt 060G6UIUHIT pe3yJIPTaT Alexitsa Ha CJIyq3 首 wu 一 8， Tne 大 一 一 DpIH330JIEHOe 
HaTypaJIbHOe qdHCcJIO. 


B 35T0 首 cTaTPE，MPI 共 OKa3PIBaeM CJIeayIOIIUHEe paBeHCTBa: 





0T) 一 一 二 二 二 宁 他 [下 (的 汝 网 二 人 亲 直 本科 [Ce 


da ie0 








AD) =m+ 工 一 4 土 1 di() + 


ii 十 w% 十 1) %X 十 姑 十 工 











| 5 


这 人 介 二 一 
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H Teo0peMbBI: 
Teopeya 1。 Ecom wu > 0，TO，mug TOFO qTOG6PL HMeJlO MecTO paBeHCTBO 


lv 一 汪 O1= o (一 一 )， 





HeOOCXOTHMO 也 OCcTaTOqHO，qdTOGBI 
证 lcs(7T) 川 三 0401). 
Jeopewa 2 Eco w > 0 加 > 思 ……>j>…，j 一 0，t6E 瑟 日 
lcz(7) 一 圳 入) 
TO Ga5(U) HMeeT Hpenenl x6E 五 ， 


十 1 1 E- 卡 当 
一 GeCU =| 一 权 汪汪 
《U) 人 2X 十 十 1 下 这 1 











rme 0.E 五 ， |. < 1. 
TeopeMa 3。 IIycrb wa > 0，jN 疡 由 疡 …: 志 j 记 … 和 一 0、 了 2 上 17nE 五 
lz 入 1. Eco 





C 十 77n 人 。 
和 十 第 -十 了 
TO IIOCJIeIOBaTeJIPHOCTP {ax(T)}》 HMeeT DpemeJl z。 

TeopeMa 4。 Ecma wa > B>>0，B 和 1，z，z6E 巨 了 


xz 一 o5(U) 一 一 “ [=o( TI 


xz 一 0G5(U) 一 

















下 
丸 十 工 


TO 
Ce 


IlycTb a > 0，.r 一 HaTYpauIbHOe ，qHCcJlO0， 也 qHCJIOBag IOCJIeXOBaTeJIbPHOCTb 4 一 
一 {ci} 一 OrpaHHqeHa。 [JIomozkHM 








下 2X 十 1 人 Cn 
[4 = 一 记 TO 二 1 十 m 十 于 


[Z2].(4) 三 [ZL2]:([Z3 ] (47)， 
Kornma 4 王 T 工 王 1}，[ 工 :],(T) 0o603HaqHM qdepe3 [ 工 2],。 MPI HMeeM 


TeopeMa 5. Ecna au > 0，]o 记 1 疡 … 志 js 志 ……:，j 一 0，/ 一 一 HaTypaIbHOe 
qHCJIO，H ecJIH 


? 
as(T) 一 上 一 六 [LI3] .mw 二 加。 (一 0),1，…)， 


三 工 
Te zy 垃 ， .加 Wo6E 巨 蔚 | <1，To as(U) HBMeeT Hpemerl xzE 万 世 


X 十 3 
因 十 1 





? 
xz 一 0G(U) 一 [L2]vz 十 >， [ZL ] is 十 0 人。， 
7 一 


rnme 0。E 五 ,9 < 1. 
Ha ocHOBaHHH 3THX，MPL pacCMOTPHBaeM IOpHRIOK pHOITHDKeHHJ 中 yHKIIH 站 〈C ， 
wx) cpexrHHMH pnIOB 中 ypbe 也 CTeIeHHPIX. 
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整 系数 射影 么 模 邓 的 自 同 构 
应 玫 黄 


(中 国 科学 院 数 学 研究 所 ) 


$1， 订 言 


以 叫 。 表 行 烈 式 之 值 为 士 1 的 上 Xz*> 整 系数 矩阵 所 和 组成 的 乘法 二 ,而 以 gjt 表 难 。 中 
行列 式 之 值 为 十 1 的 矩阵 所 和 组成 的 子 硬 。 趾 。 的 中 核 由 CT， 一 妃 所 胡 成 〈T 是 单位 矩 
阵 )。 以 妥 。 表 Ji。 对 其 中 核 的 商 王 , 称 之 为 Qi 的 射影 地。 当 二 是 偶数 时 ,gt 的 中 核 也 
是 由 {T, 一 太 所 组成 ,以 $+ 表 9Jt 对 其 中 核 之 商 重 , 称 之 为 整 系数 射影 模 才 。 

华罗庚 教授 和 I. Reiner 在 [1] 中 决定 了 和 时， 及 qi (mm P1) 的 自 同 构 。 当 > 是 奇 
数 时 , 9q# 序 为 Qi 上 ， 而 gt 的 自 同 构 已 由 万 哲 先 先生 所 完全 确定 了 四， 在 本 文中 作者 得 


到 了 : 当 ” 是 6 的 偶数 时 , 和 $z 的 自 同 构 , 以 及 当 ” 三 4 时 ,在 某 些 条 件 下 的 自 同 构 ( 话 
见 $ 3)。 主 要 的 定理 可 令 述 如 下 : 


定理 屋 ”是 > 6 的 偶数 ， 则 由 $# 到 它 本 身 之 上 的 映射 
入 一 4X4-1 46 有 。 (1) 
及 
各 一 也 XI 也 6E 囊 。 (2) 
是 9 和 的 自 同 构 ; 反 之 ,qi# 的 一 切 自 同 构 必 为 (1) 或 (2) 之 形状 。 
其 中 束 是 表 9 中 的 元 素 (X， 一 X) (XEJ)。 显 然 , 若 XE9d， 则 各 = 一 
定理 的 正面 部 分 是 显 网 的 ,主要 的 问题 是 证 明 反 面部 分 的 成 立 . 
本 文 所 采用 的 记号 同 于 [1] 与 [2] ,不 再 在 此 作 一 一 瑶 明 . 
屋 X69+。 落 天 一 7, 则 束 称 为 对 合 . 由 天 = 了 知 太 一 T 或 双 一 一 T。 车 冯 一 7 
划 又 称 之 为 第 一 类 对 合 ;车 大 = 一 T, 则 环 称 之 为 第 二 类 对 合 . 
由 [2] 中 引 理 1, 我 个 知道, 若 X 为 第 一 类 对 合 , 则 有 46E9+，, 使 


4X4 二 K 十。 图 了 十 (一 To 十 To) 一 配 (x， 》》 z)， 


其 中 工 = G ae )， 而 2x 十 ?十 zx 三 2z。 因 此 ,第 一 类 对 合 屋 与 一 个 三 Cx,y, zx) 在 $+ 中 
相似 . 


不 难 验 证: 厂 (x, y, zx) 与 本 (xi yi 2) 在 $z 之 下 相似 当 且 仅 当 x 三 zi，? 王 败 ， 
z 一 3 或 者 zx 一 xiyy 一 2 2 一 力 。 
因此 ,我 们 可 以 将 $z 中 第 一 类 对 合 全 体 分 为 一 些 共 二 类 ,而 不 (x, ?>，z)，2x 十 ? 十 
+xz= ny 和 zx, 组 成 共 琶 元 素 类 的 一 个 完全 代表 系 . 
定义。 和 中 与 刺 Cz, ya，?y 和 在 9 之 下 相似 的 第 一 类 对 合 称 为 (zx, y， zx)- 对 合 。 ， 
# 1959 年 10 月 5 日 收 到 . 
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特别 ,简称 (0， 》， z) 一 对 合 为 多 对 合 ， 
我 们 还 需要 炎 续 研究 第 二 类 对 合 的 分 类 问题 。 为 此 , 欠 出 下 述 定理 . 
定理 1， 慨 怀 为 4 中 中 的 第 二 类 对 合 ; 则 有 46E9, 使 


4X4 一 5 二 


~ 一 9 项 ammmeei 
0 工 
共 中 5=(_0 1 引 
证 ， 对 ” 施行 归 烛 法 来 证 明 本 定理 . 


(1) 2 一 2。 航 
xm( 圳 


由 X 一 :一 了 ,得 zh 十 zi2x2i 一 一 1， Xil2x21 天 0， xl 十 xz 一 0。 分 别 讨 论 za 于 0 及 xn 一 0 
两 种 情况 :. 
(i) xi 一 0, 则 xzxza 三 一 1) 故 


x (1 


一 1 0 一 10V _ ( 01 
1 0 1 (YY 示 


(ii) xz 夭 0， 则 必 存 在 模 方 阵 卫 ， 使 
也 X P-1 一 的 12 


21 了 22 
其 中 和 志 0, oa < yl, ya < | 和 |。 由 这 性 质 以 及 (PXP- 注 三 一 T， 可 推出 =0- 
这 就 归 和 到 情况 (i) 中 去 了 ， 
(2) 2 过 4。 屋 


或 者 


he 
由 X ”一 9 知 (xli， “……， xin) 款 《0， ae 0). 于 是 存在 PE JJ,-， 使 


(xi， “xin) 卫 一 (yp 0， FL 0)， yiz 头 0。 
全 


让 


人 
和 
YY 一 | ， 加 二 


nl yn“2 
由 六 一 一 T， 可 得 ya 一 0, yx 一 0， "as 一 0。 故 可 训 


?11 12 0 
工 一 1721 和 ee 
4 4 


因 ( 关 知 ) = 一 了 故 存在 hEq 使 严 ( 生 各) Pi 一 (_1 站) 又 因 民 = 一 由 归 


则 


21 y22 
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和 纳 法 假定 ,存在 O 《 六 一 :， 使 


o4o=( -1 (1 中 








合 
_(fP ) 多 ) 
乙 三 Y 
ore 
则 
| 性 :十 
一 1 0 
Z31 写 32 0 1 
2 一 必 41 必 42 一 ] 0.、 
“0 1 
Znl 2m2 和 
由 2Z2: 一 一 T 可 得 
语 有 必 41 人 和 zl 
本 Zn 一 1,1 一 忌 zw2 
合 
1 0 1 0 
0 1 0 0 
-一 32 31 
0 0 
P, 二 下 一 252 zsl 7(a 一 2 
0 0 
一 mn 一 1,2 Zn 一 1,1 
0 0 
则 易 见 
P2ZPITI 一 SS 十 .… 十 3. 诈 些 。 


$2， 有 * 中 的 2 对 合 


确定 $z 之 自 同 构 问 题 要 依 末 于 2- 对 合 的 特性 。 本 节目 的 在 于 诈 明 

定理 . 届 ”是 4 的 偶数 。 则 在 $x 的 自 同 构 之 下 ,任意 2- 对 合 映 到 2- 对 合 ， 或 者 
第 二 类 对 合 ;而 当 ” 过 6 时 ,2- 对 合 只 能 映 到 2- 对 合 . 

本 定理 之 证 明 由 下 面 所 述 之 引 理 称 和 结 而 得 . 


引 理 1， 斌 > 是 >4 的 偶数 .， 著 2- 对 合 在 $z 的 自 同 构 之 下 映 到 了 熏 对 合 ， 则 
区 六 


证 . 当 ”一 4 或 6 时 , 半 对 合 只 有 1 与 2- 对 合 . 因此 引 理 显 然 成 立 。 
当 ” 之 8， 届 六 与 六 为 二 个 互相 交换 的 六 对 合 , Ji7 一 士 JJ。 当 一 号 成 立时 ， 


-- 二 ， 此 时 两 两 交换 的 -对 合 个 数 > 工 C3a。， 当 2 <y < 三 时 ,两 两 交换 的 炉 


对 合 个 数 有 Cy ， 而 两 两 交换 的 2- 对 合 个 数 为 Cz . 但 是 , 当 2 < y 芭 了 时 ; 
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cn 一 (7 一 1). (2 一 > 十 1) > zz 一 1) = cz 





y! 21 
了 2 
而 当 人 
7( 姑 一 1). 一 一 十 1 
六 Cn 一 人 一 ns 


2 。2oe。。 
2 


因此 , 2- 对 合 决 不 能 映 到 ) 对 合 , 除 非 y 一 2。 
引 理 2， 屋 > 是 >4 的 偶数 ， 则 在 $# 的 自 同 构 之 下 , 2- 对 合 决 不 能 映 到 (x*,0, 0)- 
对 合 . 
证 ， 设 qz 的 自 同 构 将 2- 对 合 映 到 了 (*，0, 0)- 对 合 。 我 们 分 几 种 情况 来 讨论 . 


(1) > 一 4。 屋 
5 人 HG 小 


PC -小 
划 太 , 玉 为 可 交换 的 (2, 0, 0)- 对 合 ， 其 乘积 为 2- 对 合 。 因此 ， 两 两 互相 交换 的 相 异 的 
《2,，0,.0)- 对 合 之 积 至 少 属于 一 个 不 与 (2, 0, 0)- 对 合共 琶 的 共 琵 元 素 类 。 但 是 , 两 两 互 
相交 换 的 相 录 的 2- 对 合 之 积 仍 为 2- 对 合 。 因 此 得 到 一 个 矛盾 . 
(2) ”一 6 时 之 证 明 与 (1) 相 仿 , 故 略 去 . 
《3) 盖 8。 屋 


1 1 

1】 一 | 1 ， 
JJ 一 1 1 十 1 叶 》 

1 ns 1 一 了 


期 JJ 与 忆 为 两 个 互相 可 交换 的 (4, 0 0)- 对 合 。 而 JJ 为 (2, 0， 4)- 对 合 。 再 玻 


1 1 
1 一 1 “|1 一 1 
] 几 一 十 
一 1 一 1 一 1 一 1 


则 太 与 万 为 两 个 互相 交换 的 (4, 0, 0)- 对 合 , 而 j4J; 为 4- 对 合 。 因 此 , 两 两 互相 交换 的 
相 腊 的 (4, 0, 0)- 对 合 至 少 属于 二 个 不 与 (4, 0, 0)- 对 合共 二 的 共 坦 元 素 类 。 但 是 , 两 两 
互相 交换 的 相 异 的 2- 对 合 之 积 为 2- 对 合 或 4- 对 合 。 因此 得 到 一 个 矛盾 . 

(4) 2 过 12。 让 
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1 1 
二 本 je 
1 一 1 一 1 1 一 1 


2 = 72 是 72 

则 帮 ， 了 分 别 为 与 志 可 交换 的 (2， 0， 路 对 合 , 下 也 是 ( 卫 ， 0 ,0 六 对 合 。 也 也 为 
发 4， 0， 1 8 )- 对 合 ; 而 Ji 为 (2， 0， 拔 ; 4) 一 对 合 . 因为 了 之 12, 故 (4， 0， 8 ) -对 合 
与 (2, 0, ” 一 4)- 对 合 均 非 (， 0, 0) -对 合 . 因此 两 两 互相 交换 的 相 异 的 ( 忆 ， 0, 0 对 


合 之 积 于 少 属于 二 个 不 与 (二 ， 0 ， 0)- 对 合共 惕 的 共 地 元 素 类 但 是 ， 两 两 互相 交换 的 相 


民 的 2- 对 合 之 积 为 2- 对 合 或 4- 对 合 。 故 得 矛盾 。 因 此 引 理 成 立 。 
引 理 3， 在 93 之 自 同 构 之 下 ，2- 对 合 决 不 能 映 到 (x，y, 2)- 对 合 ， 其 中 x 夫 0， 而 
3 十 z>0. ， 
证 ， 下 2- 对 合 映 到 了 (x,y， zx)- 对 合 ，x* 尖 0,y 十 xz>0。 我 们 分 下 面 几 种 情况 来 
(1) y2。 屋 


大 三 万 十 ,十 世 十 十 (一 ro) 十 TI， 万 二 f 1， 


Jj2 一 了 十 …， 家 ee 十 (一 TO)) 路: 民 。 十 (一 To-D) 十 Te)， 


四 四 一 1 四 @ 人 
太一 靖 十 "十 工 一 计 上 人 
1 


划 风 分 别 为 与 大 可 交换 的 (xyz)- 对 合 ， 中 也 是 (xy:z) 一 对 合 ， JJ: 为 (2 ,0;,zm 一 4) 一 
对 合 , 而 几 忆 为 (1, 1, > 一 3)- 对 合 。 因 为 y>2, 故 (2;0:* 一 4) 一 对 合 与 (1,1;> 一 3) 一 
对 合 均 非 (xy,z)- 对 合 。 因 此 ;两 两 互相 交换 的 相 异 的 (xyy,z)- 对 合 (x 夭 0:y> 十 zx>0) 
之 积 至 少 属于 2 个 不 与 (x, y, x)- 对 合共 二 的 共 过 元 素 类 。 故 得 矛盾 。 

《2) y 一 1。 此 时 显然 有 xz 之 1。 让 


太一 万 十 十 十 工 :十 (一 1 十 To， 
太一 万 十 十 世 十 志士 (D 十 (一 D 十 Te， 


四 e@ 和 一 1 @ 
| 一 1 中 二 rm 
1 


别 | J， ja 分 别 为 与 呈 可 交换 的 (x， 7》 z) 一 对 合 . Ji jz 为 2- 对 合 ,而 矿 岂 3 为 (1， 1 7 一 3) 一 
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对 合 . 因此 ,车 要 引 理 在 y = 1 时 成 立 , 必 须 有 > 一 ”一 3,x 一 1， 这 时 ， 


太一 工 十 (一 1) 十 Te-3)， 
我 们 又 分 二 种 情况 来 讨论 : 
《2.1) ”三 4 或 6。 JJ: 为 2- 对 合 , 故 得 矛盾 . 
(2.2) ?2 之 8， 双 和 下 


由 = To 十 (一 1) 十 工 十 Te-9， 
则 阁 为 与 六 交换 且 共 屯 的 (x, y, z)- 对 合 . 厂矿 为 (2,0,” 一 4)- 对 合 。 但 是 帮 克 为 
2- 对 合 . 故 两 两 交换 的 相 异 的 (1, 1, >” 一 3)- 对 合 之 积 至 少 属于 二 个 不 同 于 (1,1,> 一 3) 一 
对 合 的 共 坦 元 素 类 。 故 得 矛盾 . 
(3) y = 0. 这 时 zx 之 2。 玻 


让 站 万 十 丽 机 4. 士 忆 - 十 二。 十 了 


及 并 十 了 十 .十 了 1 十 T46) 十 站 所 十 了 


和 人 1 了 
太一 五 十 十 .十 | 1 ): Te-). 
1 一 1! 


则 JJ， Ji 都 为 与 大 可 交换 的 (x， 0， z) 一 对 合 . 呈 J 为 (2， 0，72 一 4) 一 对 合 ， 而 路 J 为 
41, 1, 关 一 3)- 对 合 。 故 若 引 理 成 立 必 须 x 一 2,z 一 ?一 4。 这 时 


六 三 忆 十 碟 十 To- 
因为 一 4 = zx > 2, 故 可 另 疏 
1 


7 = 十 To-9， 


1 em 
| 


则 吃 也 是 与 六 可 交换 的 (2, 0, 2” 一 4)- 对 合 , 但 是 玉 几 为 (2, 2，,z2 一 6)- 对 合 , 故 得 矛 
盾 . 至 此 引 理 证 毕 , 册 
引 理 4。 屋 ”是 >6 的 偶数 。 则 在 $x+ 的 自 同 构 之 下 , 2- 对 合 决 不 能 映 到 第 二 类 对 - 
合 . 
证 ， 若 在 $x 之 自 同 构 下 , 2- 对 合 映 到 了 第 二 类 对 合 ， 分 二 种 情况 讨论 : 
(1) 2 一 6。 让 


帮 =S+S+S， 5 吃 ( 人 (2 
贱 一 3 + (一 5) + (一 5)， 


则 太 与 凡 2 为 互相 可 交换 的 第 二 类 对 合 , 其 乘积 凡凡 为 2- 对 合 。 故 得 矛盾 . 
`” (2) 2 >p8， 屋 


和 


万 =(=S) + (一 8) 十 3 十 … 十 3， 











1 期 应 玫 苦 : 整 系 数 射影 么 模 才 的 自 同 构 6 





。 7 * 
由 一 人 G_)+G_S)TSTT TS， 
则 与 玉 分 别 为 与 六 可 交换 的 第 二 类 对 合 。 浅 玉 为 4- 对 合 , 而 中 六 为 (4, 一 8,0)- 
对 合 。 故 得 矛盾 ， 引 理 证 毕 ， 
$3， 对 的 自 同 构 


本 节 的 目的 是 证 明 : 当 ”= 4, 若 $i+ 的 自 同 构 将 2- 对 合 映 到 2- 对 合 , 则 $9 的 自 同 
构 为 $ 1. 中 (1) 或 (2) 之 形状 
设 X 一 X 是 $f 的 一 个 自 同 构 , 则 z 将 


岂 [一 1， Re 1] 





而 到 2- 对 合 ;, 谢 
广 = ,5， 
因此 ,在 使 承受 内 自 同 构 后 ,可 以 假定 厅 三 贱 . 
份 





JJ = 及 撒 ee 半 和 1]， 
风 是 2- 对 合 , 与 六 可 交换 , 且 六 ) 太 三 玉 几 , 故 


QZD 
革 汪 过 全 Z 
也 -| 
8 大 
由 [ 玉 打 一 了 ， 可 推 得 存在 1， 42C9ji， 使 
4 aa 
了 r (4 = (4 
由 = 人 7 0 
使 承受 一 内 自 同 构 后 ,可 假定 天 = 几 ( 且 凡 在 这 内 自 同 构 之 下 不 变 ). 
研究 





因为 8 与 万 可 交换 , 故 吕 几 = 土 几 Si, 式 中 “一 ”号 情况 不 可 能 成 立 ,不 然 S5= (7 0 
由 屯 一 了 也, [sf]? = 士 Ji 将 得 出 一 矛盾 . 故 


CD 
2 妈 
lz 一 ec e@ 4 
g 


由 [Sz] = 土 j, [jsSia] = 土 T, 可 得 
人 5 、 
区 有 ( 序 = 上 3 


(= 省 ms [二 人 


于 是 
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10 惫 





0 1 0 一 1 T T 
总 -人 ( -1 )=( 0 )( 01 站 
T T 一 1 0 


车 第 二 种 情况 发 生 , 则 使 * 承受 自 同 构 : 


ZX 一 人 rm 天 天 人 T@) 让 
者 第 三 种 情况 发 生 , 则 使 承受 自 同 构 : 
Zr) Rr) 


若 第 四 种 情况 发 生 , 则 使 承受 自 同 构 : 


人 -1! T 
zx-(-: 】 x(-: } 
1 1 
以 上 这 些 自 同 构 均 使 九 , 7 不 变 。 故 不 妨 假定 


SP Sa。 


现在 来 考 处 





因为 S3 .三 几 3， 故 


因为 S3 = ]， [JSs】 = T, 可 以 推 得 


1 
2 0 一 1 
1 


若 第 二 种 情况 出 现 , 则 使 承受 自 同 构 


T(G) 史 T(0) 
xz 人 ( 一 工 ) 人 一 工 ) 
1 1 
这 个 自 同 构 使 , ]2，$2 不 变 , 因 此 可 假定 


， 
2 一 923。 











一 


同 理 , 可 以 不 妨 假定 S8 = Sy， 而 


T(2) 
| 9 
一 0 


最 后 ,我 们 来 考虑 





因为 Th 三 三 故 


) 


























1 其 应 玫 昔 : 整 系数 射影 么 模 合 的 自 同 构 63 





世 
QZ 

7 一 | “ ef | 
g 玉 


但 因 TS14 一 士 S34T* 以 及 [SIT* ] = 上 7T, 故 (。 让 ) = I 或 一 To 且 


(5 = 土 7 


更 由 [SsT]' = T, [Sa T*] 一 士 T, 可 推 得 


1 
r -长 | 一 1 1 ) 
T6) 


著 第 二 种 情形 发 生 , 则 使 承受 自 同 构 
又 一 XT 一 
因为 这 个 自 同 构 使 三, 7， 52，55，5$# 均 不 变 , 故 可 假定 工 = 工 . 
因为 $y# 的 生成 元 为 Sz，5as，$xk 和 了 荆 , 而 自 同 构 z 将 这 些 生成 元 映 到 了 写 们 本 身 , 故 
7 为 单位 自 同 构 。 至 此 ,本 节 开 始 所 述 之 结果 证 明 完 些 . 


$4，、 9 (2 6) 的 自 同 构 


本 节 的 目的 是 证 明 : 当 ”为 记 6 的 偶数 时 , $+ 的 自 同 构 为 $ 1 中 (1) 或 (2) 之 形状 . 
设 和 一 X" 是 9# 的 一 个 自 同 构 。T 将 $3 中 的 22- 对 合 映 到 2- 对 合 . 合 
Ji 一 [1 …… 1 一 1 1 1 一切 ， 1 和 ;和 2 一 1。 





则 了。 为 两 两 交换 之 2- 对 合 , 且 任 意 二 个 之 乘积 为 2- 对 合 。 于 是 方 。 为 两 两 可 交换 之 2- 
对 合 。 故 有 本 6 妥 。， 使 
万 一 JeL 一 ， 1 和 ;ii 委 2 一 1 

使 = 承受 一 内 自 同 构 后 ,不 妨 可 屋 

及 =Jp， 1<2< > 一 1. 

屋 芒 为 末 z 中 与 as 交换 之 元 素 ， 故 X Jo 一 土 Jo-2o-1X，X Ji 一 
一 土 J，:。X。 两 式 中 不 能 同时 取 “ 一 ”号 ,或 者 一 个 取 “ 一 "号 ,一 个 取 “ 十 "号 。 否 则 所 得 之 
为 奇异 的 。 因 此 ， 





汪 了 Ng )， de-DE9E 
这 种 X 的 平方 生成 一 替 9: 与 $x-: 同 构 , 而 9 中 的 元 素 为 
PT )， er 《9 -， 
所 和 粗 成 。 
同 理 , $;+ 中 与 JJ 交换 的 元 素 的 平方 生成 一 二 9 与 $x-: 同 构 , 而 9 为 形 如 





1 
1 0 
| 了 Be-3) Be Ex-3 
1 


之 元 素 所 和 组 成 。9: 与 9 生成 一 二 9 与 $x_: 同 构 , g 中 之 元 素 为 
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( 生 ” 1) 和 


因为 帮 =Ji 1 和 ;ii< 和 2 一 1;, 故 和 =9, 9 一 9 因此 9: 一 9。 这 样 ，7 诱 导出 $3_: 上 
的 自 同 构 ri: Re 

X ? -YY 下 

SS 


由 归 和 葛 法 和 假定, 有 4 6 有 。，1， 使 
Xf 一 41X1411 对 一 切 X 6 3- 
或 
8 = 不 秽 - 415 对 一 切 和 6q4_。 
合 关 =JzoJi( 人 <i<k 和 2 一 1)， 则 有 = 有 (1<i<A 和 mn 一 1), 因此 厂 是 对 
角形 矩阵 ; 故 使 7 承受 自 同 构 


二 二 4T 一 1 
么 一 1 ) X( 1 


或 meraemgenaae 
(让 - 
后 ,可 以 假定 和、 ae 
(三 ) 多) 
《因为 这 二 种 自 同 构 均 使 jz。 不 变 .) 


再 合 


相 0 1 
一 7(z 一 ?) 
So 了 +(_ 0 


So 11 


则 一 ee 双 因 sa Ji 人 Ji BBS (1 委 8 WAS 尺 < 2) 以 及 站 人 
一 土方 is， [Sai 5 一 土 了 ， 可 以 推出 


| T(z 一 3) 
有 0 或 | 0 1 ) 
2 





车 第 二 种 情形 出 现 , 则 使 承受 自 同 构 

- 怠 一 [1, 1 一 1]X[1 1 一 1 一 
后 , 可 以 假定 束 _,。 一 5_uw (因为 这 自 同 构 使 中 每 个 元 素 不 变 .) 因为 $z 由 9 及 Sn- 
所 生成 。 故 革 : = 又, 对 所 有 X6E$z。 这 就 证 明了 本 节 开 始 所 述 之 和 结果. 
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AUTOMORPHISMS OF THE PROJECTIVE UNIMODULAR GROUP 


YING MEI=cHIE 


(Imstitute of Mathienidtics，d4cadeniia Siytica) 


人 ABSTRACT 
Let JIi。be the group of all > X z integral matrices of determinant 土 1 and let MY 
be the subgroup of SI。consisting of all matrices with determinant 十 1. Let 有 菠 。 be the 
factor-group of SI。by its centrum，and let 有 xz be the factor-group of Ji+ by its centrum。 
In [1] L. K.、 Hua and I、Reiner determined the group of automorphisms of 有 and 
$:。 (mm 志 21)。 In [2] Wan Cheh-Hsian determined the group of automorphisms of 


$+ for odd nz。 In the present paper the author have proved the following result. 
Theorem.。 Let mr be even，zm 人 > 6。 Then the mappings 


京 一 4X4-1， 才 E 有 (1》) 


and 


各 一 4X14-1， 6 有。 (2) 


from 妥 + onto itself are autormorphisms of 种 +; and conversely，the automorpHisms of 
9$+ are either of the form (1) or of the form (2). 
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递归 算 ， 法， 
各 归 算 法 论 1 
: 明 世 舍 


《中 国 科学 院 数 学 研究 所 ) 


1.. 5] 言 


， 能 行 性 问题 ,也 就 是 算法 问题 或 可 计算 性 问题 ,是 数理 选辑 的 中 心 问题 ， 这 问题 在 数 
理 玩 辑 基 本 理论 研究 中 的 重要 性 是 数理 逮 辑 工作 者 所 熟知 的 。 然而 , 定 的 重要 性 是 远 远 
地 超出 数理 玩 辑 的 范围 的 . 

能 行 性 问题 涉及 一 般 数 学 的 极为 本 质 的 问题 ,而 且 过 涉 得 十 分 深 广 . 以 递归 画 数 葵 
的 证 言 来 琢 , 所 有 数学 定理 的 证 明 都 可 以 归 知 为 某 一 递归 夯 数 丰 的 求解 问题 , 即 
(1) f(x) 一 '0 
在 自然 数 范围 内 是 否 有 解 , 以 至 如 何 求解 的 问题 。 叉 , 如 所 周知 ,从 Godel，Church 开始 的 
关于 算法 不 可 能 性 的 一 系列 的 结果 指出 了 数学 中 的 一 些 洲 在 的 稻 境 ， 从 而 使 数学 工作 者 
有 可 能 防止 谷 人 这 些 稳 境 中 去 

在 本 世纪 四 十 -年 代 之 后 ,能 行 性 理 花 又 在 计算 机 、 自 动机、 还 辑 网 和 络 \ 程 序 理 芥 中 有 了 
广泛 、 重要 的 应 用 . 

为 了 货 定 这 种 研究 的 基础 ， 到 现在 为 止 有 不 少数 理 选 辑 学 者 已 经 建立 起 若干 个 在 一 
定 意 义 上 互相 等 价 的 理 瑜 ， 重 要 的 有 Skolem-G6del-Herbrand-Kleeneb 玫 的 递归 画 数理 葵 ， 
Church 的 )- 转 换 演 算 名 ，Turing 与 Post 的 计算 机 理论 血 1，MaproB 的 正规 算法 由 9 等 ， 
各 个 理 葵 是 从 不 同 的 角度 或 不 同 的 要 求 来 反映 能 行 或 计算 的 特征 和 规律 的 . 

已 有 的 各 个 能 行 性 理 花 各 有 其 优 、 缺 点 . 

,过 去 在 数学 中 和 经常 使 用 计算 "这 一 名 鹿 ， 然 而 疫 有 对 ”计算 "概念 予以 精确 的 数学 定 
义 。 例 如 有 这 样 一 个 夯 数 
人 f(x) 一 3x2 十 x， 
通常 我 们 认为 它 是 可 计算 的 。 我 们 合 

gCxz，y) 一 zx ， 7y， 
A(x，y) 一 关 十 y， 
则 (2) 可 写作 
《3) ” fx) 一 4C8g(43，g8(Cz，xz))，xz)。 
我 们 现在 要 算 万 2) 的 值 ， 通常 怎 样 算 呢 ? 先 把 2 代入 3) 中 的 *, 得 
(4) 故 2) 一 4(g(3，g(2，2))，2)。 





*# 1959 年 11 月 16 日 收 到 ， 











we 
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册 
(5) g(2，2) 一 4， 
赦 可 由 (4) 把 其 中 有 形式 g(2,， 2) 的 部 分 替 之 以 4 得 
《6) 2) = HE(3，4)，2)。 
册 由 
g(3，4) 三 12 
及 (6) 得 
(7) f(2) 一 :上 12，2)。 
再 由 
&C12 27 
及 (7) 得 
f(2) 一 14， 
郎 得 所 要 的 和 结果。 从 一 般 递 归 夯 数 的 定义 ( 见 [10]) ,就 可 以 看 出 ， 一 般 递 归 画 数 糙 念 就 
是 从 日 常 习惯 的 这 种 最 简单 的 计算 过 程 经 过 数学 的 抽象 化 .精确 化 而 得 的 。 正 因为 这 样 ， 
递归 画 数 葵 中 的 基本 概念 是 比较 容易 为 数学 工作 者 所 等 握 ; 就 是 从 教学 的 观点 上 看 ,通过 
递归 画 数 来 处 理 能 行 性 问题 也 是 比较 容易 为 学 习 者 所 接受 的 . - 这 可 以 算是 递归 夯 数 葵 的 
优点 之 一 . 除 此 之 外 旋 还 有 不 少 优 点 .例如 ,那些 最 常用 的 自然 界 的 夯 数 ,如 x* 十 yx …y?y， 


2，x1，( ; ) 等 ,它们 都 是 递归 画 数 ， 在 递 归 夯 数论 中 ,可 以 非常 直接 地 ,几乎 就 是 从 本 


数 的 定义 中 直接 看 出 写 们 确 是 递归 夯 数 ,而 无 需 轻 过 多 少 步 骏 。 再 有 ,以 递归 画 数 来 体现 
自然 数 的 可 计算 画 数 ,几乎 只 要 把 直觉 地 处 理 的 方法 加 以 精确 化 ,就 可 以 得 到 相应 的 递归 
画 数 与 这 些 夯 数 的 严格 定义 。 递归 夯 数 瑜 也 是 一 个 结构 比较 简化 ,很 “ 干 泽 ”的 数学 理论 : 
可 是 递归 画 数 论 也 有 写 的 缺点 . 
字 是 一 个 关于 自然 数 的 理 瑜 ,可 是 计算 是 不 能 仅 限 于 自然 数 的 。 其实, 计算 是 对 于 公 
式 来 进行 的 。 对 于 自然 数 的 计算 ,严格 地 瑶 , 也 必须 回 到 对 于 某 种 公式 的 计算 ,如 象 


0 ， 0“， 025 和 SN 


这 样 的 公式 的 计算 .通常 我 们 谣 一 个 代数 多 项 式 的 微分 是 可 以 计算 的 ,这 里 的 计算 其 实 就 
是 对 于 表示 多 项 式 的 公式 的 计算 。 又 如 我 们 谣 某 一 缕 言 中 某 一 类 句子 到 另 一 乡土 的 翻译 
是 可 以 计算 的 ,这 双 是 对 于 某 一 类 公式 (句子 ) 的 计算 自然, 对 于 公式 的 计算 岂可 以 在 关 
于 自然 数 的 递归 夯 数 理 瑜 中 加 以 表达 ,可 是 这 就 要 通过 , 例如 G5del 的 配 数 法 ,把 公式 加 


以 粳 码 ,把 对 于 公式 的 语言 转换 成 对 于 自然 数 的 语言 。 显 然 这 就 要 多 费 一 道 手术 ;而 不 是 
直接 地 处 理 公 式 了 . 


象 图 林 机 器 理论 ,MapKos 的 关于 正规 算法 的 理论 都 是 直接 地 对 于 公式 的 理论 \ 这 两 
个 理 葵 在 这 一 点 上 都 优 于 递归 画 数理 葵 ， 除 此 之 外 ,它们 还 有 别 的 优点 

图 林 机 器 理 葵 中 的 “计算 机 " 阁 念 反映 了 我 们 通常 直觉 中 的 计算 机 与 机 械 性 . 

MapKoB 的 “正规 算法 " 椭 念 ,作为 一 个 关于 能 行 性 的 数学 阁 念 求 届 ， 写 是 再 简洁 不 过 
(的 了 。 这 个 概念 的 定义 在 玩 辑 上 是 如 此 之 简单 、. 明 确 . 纯 化 ,甚至 可 以 说 是 美丽 的 。 作者 
第 一 次 见 到 这 一 概念 的 定义 时 是 很 为 它 的 简洁 叹服 ，MapKoB 把 计算 林 念 加 工 得 如 此 
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之 一 侍 不 染 , 几乎 可 以 说 达到 透明 的 程度 。 作为 一 个 纯 数 学 概念 来 说 , 它 比 各 种 概念 都 
好 . 

然 图 林 的 计算 机 理 葵 有 写 的 缺点 .以 图 林 机 器 来 处 理 象 通 常熟 悉 的 画 数 的 计算 就 显 
得 很 曲折 ,很 不 简单 ;在 习惯 中 很 简单 的 东西 在 图 林 机 器 理 花 中 往往 显得 很 复杂 ， 

MapKoe 的 算法 花 也 有 类 似 情 驶 . 

再 如 Church 的 )-- 变 换 演 算 , 自然 是 在 能 行 性 理 葵 中 很 重要 的 系统 , 也 有 其 固有 的 优 

缺点 。 其 他 能 行 性 理 葵 也 有 类 似 的 情况 ,我 们 不 在 这 里 多 裔 ， 
”已 经 证 明 ,所 有 这 些 理 葵 都 是 互相 等 价 的 ; 因 之 ,所 有 各 理 芥 的 成 果 都 可 以 在 任何 其 
他 的 理论 中 加 以 陈述 ,因此 ,可 以 把 所 有 的 理 葵 、 千 果 都 入 一 于 这 些 理 花 中 的 任 一 个 之 中 . 
然而 ,在 我 们 处 理 实际 的 与 理 葵 的 问题 时 , 却 仍 有 用 其 中 某 一 理 葵 更 为 方便 的 问题 。 看 起 . 
来 ,似乎 每 一 个 理 葵 都 祭 不 能 单独 满足 一 切 需 要 . 

我 们 觉得 ,情况 并 不 完全 是 这 样 。 我 们 可 以 建立 一 个 能 行 性 的 理 共 (自然 也 必须 与 
上 渡 各 理 葵 都 是 等 价 的 ) , 攻 有 上 渡 各 理 葵 的 优点 而 没有 或 少 有 所 涉及 的 那些 缺点 。 本 妇 
所 提出 的 递归 算法 葵 就 希望 是 这 样 一 个 理论 。 递归 算法 葵 是 自然 数 的 递归 画 数 论 在 字 集 
上 的 推广 。 可 以 看 出 , 疙 有 以 下 的 优点 . 

1. 在 递归 算法 论 中 日 常理 解 的 计算 可 以 直接 地 得 到 反映 ， 写 与 数学 常 哉 中 的 内 容 接 
近 , 具 有 递归 画 数 葵 的 优点 . 

2。 疙 是 处 理 公 式 的 . 

.3. 各 种 已 有 的 能 行 性 理 葵 可 以 很 自然 而 直接 地 作为 子 理 葵 在 其 中 得 到 表达 ， 而 且 不 
失 其 原来 理 葵 的 特点 ;包括 各 个 理 葵 中 所 发 展 出 的 技巧 ， 可 以 说, 递归 算法 花 比 较 有 机 地 
把 各 理 葵 入 一 于 自己 . 

4. 在 发 展 这 个 理论 之 友 ， 不 要 经 过 多 少 准备 步 骏 ， 就 可 以 很 直接 地 达到 所 处 理 的 间 
题 ,直观 性 高 。 从 教学 观点 看 ,这 个 理 葵 也 是 好 的 . 

-递归 算法 论 还 有 一 些 其 他 的 特点 ; 在 把 这 个 理 葵 作 一 定 程度 的 发 展 之 后 就 可 以 更 加 
清楚 . 
以 下 我 们 先 引 进 递 归 算 法 葵 中 的 主要 概念 ,如 “递归 算法 ",“ 递 归 画 数 ”, “递归 谓词 


(5$2)， 递 归 算 子 等 ($ 3)3 进 一 步 我 们 引进 “递归 算法 的 发 展 "， 递 归 夯 数 的 发 展 等 概念 


($ 4), 这 些 概 念 不 是 递归 算法 论 中 所 轻 常 要 用 到 的 ， 然 通过 写 们 我 们 说 明 递 归 算 决 瑜 可 
以 向 不 同方 向 去 发 展 , 井 对 递归 算 渤 论处 理 问 题 的 初步 方法 作 一 些 直 观 的 说 明 ;接着 我 们 
讨 花 如 何在 递归 算法 论 中 发 展 Maproe 的 正规 算法 理 瑜 ($ 5)、 图 林 机 器 理论 ($ 6) 及 自然 
数 的 递归 画 数论 (5 7). 
本 文中 所 用 到 的 直觉 语言 中 的 命题 连接 词 及 量 蛮 , 于 需要 符号 化 时 ,采用 如 下 的 写法 
(相应 的 一 , 入 , V , 一 , Y， 3 等 符号 将 来 会 破 用 作 形 式 符 号 ) : 
se 一。 。 如 果 … 则 …. 


As 与 
3 .或 … 
as 非 .-. 
(Vx)……- 凡 x，…… 
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( 侍 x )..。 有 xx，'……， 
拜 分 别 以 (VWx1， zan) ， (gxi， 1 xs) 表示 (CVxi). (VWxn)， (xi) (人 xn)。 


$ 2， 递归 算法 ,递归 西数 


我 们 所 要 讲 答 的 东西 ;都 要 涉及 这 样 一 种 代数 结构 %。 对 于 % 有 一 个 运算 ,以 xy 来 
表示 ,我 们 可 以 称 xy 为 x 与 ? 的 连接 . %[ 闯 足 以 下 五 个 条 件 : 

1.3[ 对 于 连接 运算 是 封 并 的 , 印 , 任 何 x, y, 如 果 x, yE90 则 xyE9[; 

2. 4[ 中 有 一 元 , 启 作 @O ,对 于 任何 x*E%[, 恒 有 

(OOx 一 YXC) 一 2 

3. 连接 运算 满足 组合 律 , 郎 ，x(yz) 一 (xy)zD; 

4. 有 一 个 % 的 有 穷 不 空子 集 .or , @ 不 属于 其 中 ;任何 2E90 有 Loz 元 的 唯一 分 解 ， 
印 ; 有 xz, .………，xsk.ox ,使 


X 一 Xi。Xay 
而 且 , 和 企 何 六 ……，?m6E .ez ,而 

人 
期 几 二 2， 和 一 jy 一 1 7 力 


5. 9[ 稀 足 左右 消去 律 , 邹 设 xy ,zx6%L 恒 有 
如 果 xy 三 zz, 则 ?y 一 zj; 
如 果 xz 三 yz, 则 x 三? 
代数 学 者 称 这 样 一 个 和 为 一 个 以 .ex 为 有 益 自 由 基 的 自由 汗 竹 。 一 个 有 有 益 自 由 基 
芍 自 由 牢 生 正好 是 由 有 益 个 符号 构成 的 公式 系统 的 代数 抽象 ,所 以 ,在 数理 还 辑 里 往 竹 称 ` 
这 样 一 个 2 的 自由 基 .ex 中 的 元 为 符号 ,3[ 中 的 元 为 公式 ,也 称 % 为 一 符号 系 坏 ; 现在 我 
们 也 习惯 于 称 .ex 为 字母 表 ， .ex 中 的 元 为 字母 , 中 的 元 为 字 ，@ 为 空 字 。 由 于 饼 是 
完全 由 .ex 所 确定 的 ,所 以 此 后 不 再 需要 提 到 %.“` 例如 ,如 果 要 瑶 “ 以 .ex 为 字母 表 的 
中 的 字 ”, 即 可 简单 地 疝 “. ex 中 的 字 ”, 不 会 引起 训 会 ， 
递归 算法 花序 是 把 通常 的 递归 画 数 论 由 自然 数 推广 到 这 样 一 个 %[ 的 理论 . 以 下 我 们 
将 仿 Kleenebol 以 定义 “ex 中 的 递归 算法 ” ,ocx 中 的 递归 西数 ”2 
我 们 取 一 个 字母 表 .ori,，.oz 是 .oz 的 趴 子 集 , 如 习惯 局 , 我 们 称 .ex 是 一 个 .ez 的 
扩大 的 字母 表 。 .oz 比 .oz 多 以 下 三 利 字 母 :第 一 种 称 为 画 数 字母 ,每 一 个 画 数字 母 都 可 
以 规定 为 一 >(> 0) 元 的 夯 数 字母 。 下 面 我 们 用 f, g, h, ft) '…… 等 作为 这 种 夯 数 字 和 母 
第 二 种 称 为 变 元 字母 ,自然 ,七 们 不 是 .ex 中 的 字母 ,也 不 是 本 数 字母 。 下 面 我 们 用 x, y， 
2Z， xl 等 作为 变 元 字母 。 第 三 种 ,包括 四 个 字母 ,可 假定 它们 徐 写 作 
《 》 ? 二 
七 们 可 以 顺序 地 称 为 左 括号 , 右 括号 ， 过 点 ， 等 号 , 自然 写 们 是 异 于 .ez 中 字母 及 前 两 种 
字母 的 . ! 





1) 此 后 ,可 如 习惯 那样 省 去 括号 . 


2) 更 恰当 的 名 蛮 是 “以 . oz 为 字母 去 的 字 集 由 中 的 递归 算法 >,“ 在 以 . oz 为 字母 去 的 池 集 %[ 中 定义 的 递归 夯 
数 >。 正和 象 说 “. cr 中 的 字 ?” 一 样 ,这 样 ,可 以 简单 些 ， 可 以 不 涉及 9[. 
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现在 我 们 来 定义 项 与 〈 形 式 ) 等 式 . .ex 中 的 字 与 变 元 字母 是 项 ;如 果 as, 4 是 项 ， 
则 az2 是 项 ;如 果 上 是 一 # 元 男 数字 母 ，a，'…，am 是 项 , 则 从 ea 9 … 9 an) 是 项 ; 只 有 这 
些 是 项 。 等 式 是 具有 形式 * 一 2 的 .ex 中 的 字 , 其 中 *, 2 都 是 项 。 这 里 的 等 式 是 .ex 中 
的 字 ， 不 是 我 们 行文 中 用 的 “等 式 " ,不 是 我 们 直 党 证言 中 的 用 证 (例如 本 节 开 始 时 讲 个 邓 - 
的 条 件 第 3 条 中 的 “xz(yz) = (xy)z”， 这 是 一 等 式 , 然 不 是 我 们 这 里 的 形式 等 式 )， 为 了 
免 去 混淆 ,在 需要 时 我 们 称 这 种 等 式 为 形式 等 式 .. 

以 下 我 们 要 定义 两 条 规则 , 称 为 民 ,，R.. 
R， 下 el 是 一 个 等 式 , 变 元 字母 xx 在 cl 中 出 现 , 双 设 s 是 一 .ex 中 的 字 。 把 el 中 的 各 个 
x 的 出 现 一 律 替换 为 ,经过 这 样 替换 之 后 得 到 一 个 等 式 e:。 我 们 称 cl 经 Ri 得 。， 也 称 : 
由 cl 经 代 大 得 e:, 也 称 由 el 经 把 字 < 代入 其 中 的 变 元 字母 xx 得 。:. 
R,，， 下 等 式 el 中 没有 变 元 字母 出 现 ，e: 是 

hk《cl9 .9c。) 一 <c<， 

其 中 hh 是 一 = 元 男 数字 母 ，cl， …，co c 都 是 .ex 中 的 字 , 又 屋 es 是 从 el 把 在 其 中 等 号 
右边 出 现 的 一 个 或 若干 个 有 形式 h(cl 9 .… 9 c。? 的 部 分 替换 以 < 而 得 . 我 们 称 el，e: 轻 
R: 得 :, 也 称 。: 是 由 < e: 经 等 价 蔡 换 而 得 ，e: 称 为 大 前 提 ，e? 称 为 小 前 提 . 

现在 我 们 来 定义 递归 算法 论 中 的 重要 概念 “计算 ”， “递归 算法 ” 

屋 了 是 一 个 等 式 的 有 益 序 列 ， 这 序 烈 的 最 末 一 个 等 式 的 第 一 个 字母 是 一 个 地 元 的 配 
数字 母 f， 我 们 称 这 f 为 了 的 主 画 数字 母 ， 下 
《1) ely er 
是 一 满足 以 下 条 件 的 等 式 的 序列 ,其 中 每 一 个 e; 或 者 是 了 的 一 项 , 或 者 是 由 (1) 中 在 其 前 
面 的 ci(i < 2 经 Ri 而 得 ,. 或 者 是 由 (1) 中 在 其 前 面 的 ejy ex ())&<i) 经 及 :而 得 ， 又 
cr 有 以 下 形式 
《2) fKci9 -9 oa) 一 一 40， 
其 中 az，cw， “都 旺 .oz 中 的 字 . 这 样 ， :我 们 称 (1) 为 个 计生， 或 一 个 工 中 的 计算 , 特 
别 是 一 个 根据 工 对 八 ca9 …… 9 an) 的 计算 ,而 4 称 为 这 计算 的 结果 . 如 果 存 在 着 这 样 一 
全 (1) Ch 捧 天 十 井 Kose 的 写法 ， 记 作 

TFTrf(oyg.…… 9 az) 一 <， 
我 们 也 称 攻 ma 9 9 an) 一 4 可 以 从 工 推出 . 屋 荆 具有 这 样 的 性 盾 : 对 于 和 任何 .ex 中 的 
字 ai ……，as， 如 果 有 一 个 据 了 对 fa ? .9 ao》 的 计算 的 话 ,计算 的 结果 就 是 唯一 确定 
的 ;换言之 ,如 果 
TFTFrf(oa9 .… 9c) 一 0， 

则 “2 郎 <, 也 就 是 悦 对 fei 9 9as? 如 果 算 得 出 结果 来 ,结果 是 不 能 两 样 的 . 则 我 们 称 这 
样 一 个 等 式 序列 工 连同 推理 规则 R,，R: 为 一 .oz 中 的 递归 算法 . 

现在 我 们 来 定义 递归 算法 花 中 的 主要 概念 递归 夯 数 “. 

设 


大 xi … xze) 一 》 
是 一 个 在 .ex 中 的 字 集 的 子 集 ( 站 子 集 或 者 非 趴 子 集 ) 上 有 定义 的 元 男 数 ， 画 数值 y 也 
是 .ex 中 的 字 。 珊 有 一 等 式 的 有 益 序 列 耻 ，F 的 主 夯 数字 母 为 f, f 还 是 一 和 元 的 夯 数 字 
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母 。 屋 对 于 任意 的 .ex 中 的 字 ci, …… ，aw，a, ,如果 ci …，as) 有 定义 , 则 
(3 ) f(ai，.……，ans) 一 4 
成 立 , 其 必要 与 充分 条 件 是 
(4) TFTFrf(er9 .9ao) 一 az : 
成 立 ， 对 于 字 ct, .…，anw, 帮 (ci, .…，eas) 可 以 是 没有 定义 的 ,在 这 情况 下 对 于 任何 .中 
的 字 b， 
T Frf(al9.… 9 cs》 一 
都 不 成 立 ， 这 样 的 夯 数 f 称 为 一 个 .ex 中 的 递归 画 数 ,并 说 了 定义 #。 我 们 还 谣 ,T 中 的 
f 表示 了 男 数 力 这 邹 是 说 , f 是 工 中 的 主 面 数字 母 , 井 且 工 定义 太 
我 们 所 评 到 的 夯 数 ， 如 一 般 的 假定 ， 都 是 单 值 的 画 数 ; 朗 ， 当 XI1》”””》 半 7 给 定 ， 则 
y 一 帮 xl,.…，xa) 就 唯一 确定 了 。 由 于 (3) 的 必要 与 充分 条 件 是 (4)3 故 对 as '…，aw ,来 
井 若 有 一 < 使 (4) 成 立 , 则 这 a 必定 是 唯一 的 。 因 之 ,如 果 有 益 的 等 式 序列 工 定义 轧 则 T 
必 是 一 递归 算法 . 
我 们 以 只 表示 包括 所 有 递归 男 数 的 集 , 自然 ,这 里 “所 有 递归 夯 数 指 的 是 折 有 ,er 中 
的 递归 夯 数 。 如 果 需 要 特别 悦 明 是 .ex 中 的 递归 夯 数 ,或 者 有 其 他 需要 时 可 以 把 咬 写作 
%X(eo). 和 很 自然 地 分 解 成 两 个 没有 公共 部 分 的 子 集 , 记 作 %i" 与 史 , 有 
Si 一 9 一 SI 
或 
和 (or ) 一 So ) 一 SiI(ox ) 
%" 与 史 : 是 这 样 两 个 子 集 : 了 可 以 在 .ez 中 的 任何 字 ai, .…，as 上 都 有 定义 ,这 样 的 了 我 
们 归 之 于 %; 当 帮 6EY 时 , 称 为 一 -oz 中 的 递归 全 男 数 . 如 果 了 在 -oZ 中 的 某 些 字 al， 
…，an 上 没有 定义 , 这 就 是 属 了 只 是 在 .7 的 字 集 的 一 个 凌 子 集 上 有 定义 ， 我 们 把 这 样 
的 递归 夯 数 f 归 之 于 9; 当 丰 ES 时 , 称 为 一 .sx 中 的 递归 偏 画 数 .。 因 之 ,一 个 -ex 中 
的 递归 画 数 j, 总 是 一 个 递归 全 夯 数 或 递归 偏 本 数 , 二 者 不 可 得 繁 . 
如 数理 选辑 学 者 所 习 知 , 在 自然 数 的 递归 男 数 瑜 中 有 “一 般 递 归 夯 数 "“ 部 分 递归 夯 
数 "两 名 鹿 。 一 般 递 归 夯 数 反而 是 部 分 递归 画 数 的 特例 ,一 般 递归 夯 数 集 是 部 分 递归 夯 数 
集 的 趴 子 集 。 从 “大 名 思 义 “的 角度 看 ,这 样 使 用 名 词 是 不 好 的 .。 可 是 ,这 些 名 词 已 是 使 
用 得 颇 为 习惯 的 了 。 在 这 里 我 们 无 意 要 大 家 来 改变 这 种 名 词 的 使 用 。 但 在 本 文中 我 们 打 
算 不 用 一 般 递 归 "， 部 分 递归 “这样 一 些 名 词 ,而 将 采用 如 上 面 所 定义 的 那些 名 词 .两 类 
名 词 之 间 的 相当 的 关系 如 下 : 
一 般 递 归 画 站 PP 递归 全 画 数 
部 分 递归 画 数 ( 非 一 般 递 归 夯 数 )……………… 递归 偏 画 数 
部 分 递归 了 男 数 ( 其 中 包括 一 般 递 归 夯 数 )……- 递归 画 数 . 
我 们 可 以 象 定义 “自然 数 的 递归 刘 词 ”那样 来 定义 递归 谓词 . 


设 xi1， “… ,xn 之 间 有 尺 关 系 ; 表 作 RCxi， “We)， 亦 称 R 为 一 二 元 请 蛮 ， 或 怀 目 谓 
词 ， 又 届 有 一 二 元 的 .ex 中 的 递归 夯 数 了 ,使 
《5 ) RCxzi，………，xn) < 一 > 丰 xay 3 xn) 一 人 


成 立 ， 我 们 称 R 为 一 .ez 中 的 递归 调 词 。 称 了 为 尺 的 表示 男 数 ， 在 定义 递归 彰 户 时 (5) 中 
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的 加 换 之 以 任何 一 个 固定 的 字 也 是 可 以 的 。 


$ 3， 据 愤 辑 词 项 与 递归 算 本 


我 们 来 举 一 些 递 归 画 数 ,递归 谓词 的 例子 ,这 些 例子 都 是 要 常常 用 到 的 。 

1. 圾 .ex 欠 定 ，.az 中 的 字 的 连接 , 邹 
《0) 帮 (xz，?y) 一 xy， 
就 是 一 个 二 元 的 递归 全 画 数 。 假 如 T 中 包含 一 个 唯一 的 形式 等 式 

f(x 9y》 一 xy 
这 里 的 f 假定 是 一 个 二 元 的 夯 数字 母 , 显 然 , 这 个 了 是 一 个 递归 算法 , 而 且 是 定义 连接 这 
一 画 数 的 算法 ,其 中 的 f 邹 表 示 连 接 夯 数 帮 因 之 连接 是 一 个 递归 夯 数 ， 
“ “ 屋 我 们 给 定 了 字母 表 .oz ， 
Lo 一 (ol ………，okj， 

取 .ex 中 的 相 异 的 两 个 字 名 为 与 和 为 了 方便 起 见 , 我 们 可 即 取 @9 与 ol 作为 与 1. 

2. .cz 中 的 字 的 运算 


X 立 ?》 一 全 Re 

oi 当 * 夫 ?时 

是 一 个 二 元 的 递归 全 夯 数 . 立 这 一 运算 或 夯 数 显然 是 满足 以 下 条 件 的 : 

11 xo 立 加 =ol 0 

(1.2) xoi 之 yoj 王 ol 1 关 12 二 1。 

(1 ) (人 (1.3 xx 之 xx 一 (人 

(1.4) xoi 祥 yopf 一 YY 7 一 1，……… 大 

(1.5) xyy? 一 y 立 如 

不 但 如 此 ， 而 且 (1) 也 完 完 全 全 把 立 这 一 运算 确定 了 。 我 们 很 容易 仿 (1) 来 构造 一 个 定 
义 兰 的 递归 算法 T。 T 中 若 包 括 以 下 形式 等 式 ?: 


人 (一 ol 或 序 f(xol 9 》 王 ol 下 同 





f《xox 玫 @)》 一 01 
f(xol yoz》 一 ol 


和 


(2) 4，  ‖ 


fxox-1 罗 yowk7 < 0O1 
(2.3) f(x9gx) 一 (9) 
人 ?yol》 一 f(x9y》 


f(xoxk yokt》 一 fx9y》 
\(〈(2.5) f(xgy) 一 fy 9xy)， 








1) (1.5) 可 以 改 为 加 之 xoi 一 ol ii 一 1，………， 人。 
2) 营 者 可 注意 (2) 中 的 (2.1),……,(2.5) 相 当 于 (1) 中 的 (1.1)，…(1.5) 。 
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则 写 就 是 定义 立 的 一 个 递归 算法 ;因为 ,显然 ,任何 字 as 6 ca 立 五 一 避 的 必要 与 市 分 
条 件 是 . 
TFTrf(ey92) 一 c<， “所 
在 递归 算法 了 中 的 主 男 数字 母 和 表示 了 荆 所 定义 的 夯 数 立 . 有 
设 了 即 (2), 我 们 举 一 个 了 中 的 计算 的 例子 ， 写 是 根据 了 对 folosozol 9 oo 的 计 


算 : 9 

3 f(xol 9yot》 一 fx9y> 

《2 ) fK《olosozol 罗 osozozo1》 一 f(olo3oz 9 osoz02》 
《3 ) f(xoz yoz》 一 人 xy》 

《4”) f(olo3soz 9%osozoz》 一 folos 9 o3o2》 

人 fxos 9yoz》 -一 ol 

《6 ) f(olos osoz》 一 ol 

folosoz 9 os02z02》 E2 0O1 

《8 ) 人 经 olosozol 9 osozozol》 一 ol 
形式 等 式 序 型 


GE 
就 是 对 folosozol 9 osozozol》 的 计算 ,而 计算 车 果 为 ol。 由 之 肯定 : 
T Fr f(olosozol 9 osozozol》 三 0 
字 的 相等 是 一 个 递归 谓词 ,因为 有 个 递归 画 数 , 郎 兰 是 它 的 表示 男 数 : 
.Y 一 7 < 和 ->X 忆 ?一 
方才 两 个 例子 中 引进 的 递归 画 数 都 是 全 夯 数 ， 以 下 我 们 举 出 几 个 很 有 用 的 递归 人 篇 男 
数 . 
3. 拟 玩 辑 词 项 ~~，Y ， 一 ， 人 。 
~ 是 一 元 夯 数 ; Y， 一 ， 人 都 是 二 元 画 数 . 写 们 不 仅 是 指 直 以 下 的 《3) 一 (6) 所 确定 
区 本 数 ， 并 且 亦 指 任何 渝 足 (3) 一 (6) 的 面 数 , 这 样 的 满足 (3) 一 (6) 的 面 数 (可 能 仍 是 从 加 
数 , 例 如 (3 ) 一 (6 ) 中 所 确定 的 ,或 者 是 全 夯 数 ,例如 (3 ) 一 (6 ) 中 所 确定 的 ) ,我 们 亦 分 别 
以 ~，Y， 一 ,人 表示 ,和 代 亦 称 为 拟 玩 辑 词 项 . 


加 二 上 

3 

中 Se 
@Y 避 三 口 
@Y ol 一品 

4 ) 

oO 一 加 

《5) x 一 ?一 (~xz)Yy 或 简 作 一 xYy， 
GO 人间 王 癌 

《6) GO 人 ol 三 ol 


ol 人 加 一 ol 


0l1 :人 0 一 01。 











74 数 学 学 -，: 沪 报 10 笨 





香 (3) 一 (6) 所 确定 的 画 数 都 仅 当 变 元 取 @ 或 o 为 值 时 才 有 定义 ,否则 是 没有 定义 的 ; 故 
都 是 偏 夯 数 .如 果 把 @ 与 o, 或 与 f 看 作 商 假 值 ,那么 它们 恰好 与 古典 二 值 命 题 演算 中 
的 连接 词 一 ,V, 一 >，A 相 一 致 . 
如 果 将 (3) 一 (6) 改 为 (3 ) 一 (6 ): 





(G37) 区 
~ oil 一品 ， 
GTYyx= 曲 
人 OILI 阅 % 一 YX 
8 
《5 ) 0 xX 一 ?一 一 XYy， 
(C) 人 % 一 YX 
《6 ) 0Ol 人 % 一 01 





% 人 ?一 -人 XY， 
则 所 确定 的 夯 数 是 分 别 满足 (3) 一 (6) 的 。 由 (3") 一 (6) 确 定 的 拟 选 辑 词 项 仍 都 是 偏 画 数 ， 
例如 * Y y; 仅 当 *, y 中 有 一 个 取 @ 或 o: 为 值 时 才 有 定义 ,否则 没有 定义 . 屋 fx*) 是 一 
偏 本 数 , 则 画 数 
oilY fx)， 
有 无 定义 取决 于 f(x) 有 无 定义 . 
在 本 文 的 绕 篇 中 我 们 要 用 到 下 面 的 拟 玩 辑 说 项 : 


(3) 这 友 和 Sets 

O1 其 他 情形 ， 
or 人 
《5”) xz 一 了 一 一 2ZYy， 
cr 


旋 们 显然 亦 是 分 别 满足 (3) 一 (6) 的 ,但 它们 都 是 全 夯 数 . 

由 (3) 一 (6) 所 定义 的 偏 画 数 ~ , v , 一 ， 人 亦 很 象 命题 演算 中 的 连接 蛮 .。 如果 把 
@, o; 或 t,f 邹 当 作 凌 假 值 ,并 把 “没有 定义 ” 当 作 第 三 个 其 假 值 , 记 作 uy, 那 末 写 们 恰好 葡 
足 KleeneD 的 纹 表 : 











一 本 = 人 
站 本 本 人 
人 和 人 区 
4 | 本 由 ,二 人 上 














仿 (3 ) 一 (6 ) 可 以 直接 写 出 定义 ~ ，Y， 一 ， 和 的 递归 算法 , T2 ,TIT。 例如 ,分 





1 见 Kleeneco 第 334 页 ， 如 果 我 们 把 (4 ),(6' 7 分别 改 为 (4),〈6), 则 所 满足 的 即 是 Kleene 的 所 谓 弱 表 了 . 
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厂 中 包括 以 下 两 个 形式 等 式 
f(@ 〇 一 ol 
De 
显然 , 是 定义 ~ 的 。 再 全 三 中 包括 以 下 三 个 形式 等 式 : 
g(@ 9x) 一 加 
(8) g(《 ol 9x)》 一 式 
g(《x 9y》 一 g《yY9x)， 
显然 它 是 定义 Y 的 。 再 合 T; 为 由 Ti, 记 > 再 加 上 一 个 相应 于 (5) 的 等 式 如 
《OA 一 01 
f( ol 一 虽 
| g(@ 〇 9x 一 加 
g(《 ol 9X) 一 
g(x 9y)》 一 g(《y 罗 x/ 
hx9y) 一 g(f 人 xy 9y7>， 
那 末 T;: 就 是 定义 一 的 递归 算法 。 定义 人 的 递归 算法 也 显然 是 很 容易 写 出 的 . 
从 上 面 所 讲 到 的 ,我 们 要 表 明 以 下 两 点 . 


第 一 , 如 前 面 所 琢 ,(1) 中 的 2 十 《全 + 2 个 等 式 9 可 以 把 包 这 二 运算 完全 确 


定 了 ,对 于 任何 .ex 中 的 字 x, yx 立 ,量化 万 ， 可 以 完全 由 (1) 来 确定 ， 可 以 据 以 计算 出 
来 。 象 (1) 中 那样 的 等 式 , 我 们 可 以 称 之 为 递归 等 式 , 有 了 象 (1) 这 样 一 个 柔 业 的 递归 等 
式 , 实 际 上 就 已 经 确定 了 一 个 递归 画 数 ， 不 严格 地 主 ， 递归 夯 数 就 是 这 样 由 有 穷 个 递归 等 
式 确定 的 画 数 ， 可 是 这 样 讲 是 不 严格 的 ， 我 们 在 这 一 段 文字 重用 了 “递归 等 式 ”， “确定 ”， 

计算 "这样 一 些 名 词 , 可 是 这 些 名 说 是 含 混 的 , 因此 , 我 们 无 法 根据 这 些 名 词 来 数学 地 处 
理 遂 归 男 数 的 一 般 问 题 . 我 们 在 $ 2 里 引进 的 象 "递归 算法 "计算 "等 概念 就 是 为 了 使 这 
些 概念 成 为 精确 的 数学 概念 。 在 我 们 知道 了 “递归 男 数 "的 严格 的 数学 定义 之 后 ,并 且 , 我 
们 双 知 道 了 这 些 定义 中 所 反映 的 事物 的 直觉 意 义 之 后 ,我 们 双 举 出 了 一 个 画 数 f, 疝 旋 满 
足 那 些 等 式 (直觉 上 的 所 谓 递 归 等 式 ) ,知道 f 的 男 数 值 是 怎样 计算 的 ,我 们 就 可 以 很 清楚 
地 来 如 何 由 这 些 等 式 构造 出 定义 f 的 递归 算法 了 求 了 ,在 这 样 的 时 候 , 自然 , 我 们 没有 必 
要 再 把 T 写 出 来 . 以 后 ,在 我 们 象 上 面 那样 举 出 了 确定 立 的 (1) ,因而 (2) 的 如 何 写 法 已 
属 显然 的 时 候 ,我 们 就 用 不 到 再 把 (2) 写 出 来 了 。 我 们 再 举 一 例 (不 入 号 码 ): 玻 

x 一 ao.…' an，a da 是 .or 一 {o .……，okj 中 字母 . 


(9) 





半 一 ae aaai， 


则 评 是 一 递归 画 数 , 它 满 足以 下 条 件 : 和 
(io) 人 忆 一 品 


2 | 
XOi 一 0OiX 





1) 这 里 的 等 式 "是 我 们 行文 中 的 等 式 ,是 指 表 示 那 些 字 与 那些 字 是 相等 的 中 文字 何 , 不 旬 〈2) 中 的 形式 等 式 那样 


是 .oz 的 扩大 的 字母 玫 中 的 字 . 
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如 何 仿 (10) 写 出 定义 忌 的 递归 算法 是 显然 的 , 因 之 用 不 到 再 写 出 . 

第 二 ,定义 一 个 递归 画 数 的 算法 是 无 穷 多 的 。 如 果 了 定义 1, 那么 我 们 把 了 中 的 主 夯 
数字 母 作 相应 改变 之 后 仍 可 以 定义 f, 例 如 ;把 (2) 中 的 f 改 为 i, 三， 都 无 不 可 . 

上 面 的 等 式 序列 (0),(1),(3);(4) 等 都 定义 了 一 些 夯 数 .例如 (1) 加 上 对 和 的 表 明 是 
遂 ,x 立 ?=u4f 满足 以 下 条 件 的 夯 数 jx， ?六 
[1xoiy 加 ) 一 ot， 了 过 15 天 
帮 xoiy yoj) 一 01 也 万 11 一 1 
1 用 x，x) 一 加; 
fxoiy yoi) 一 (xy)， 了 一 1，:… 84; 
【大 xz，?) 一 大 7y，xz)。 
所 以 立 "实际 上 是 通过 定义 引进 的 符号 ,我们 也 就 可 以 把 (1) 写 作 例如 : 
(il1) xxoi 六 加 =woi 天 二 上 8; 
(11.2) xoi 六 yof=wo 7 广 1 1 一 1，. 8; 
《11) 4(11.3) xz 六 x 一 问 ; 

《11.4) xxoif 之 yo 一 4X 六 yy 一 1 有; 

(11.5) xx 六 y 一 sjy 六 xx。 

在 自然 数 的 递归 夯 数 花 中 有 相对 的 递归 性 梳 念 递归 于 “。 我 们 在 递归 算法 戎 中 也 要 
采用 类 似 的 概念 . 

屋 了 是 一 个 等 式 的 有 穷 序 烈 ，ft，.……，f。 是 只 在 了 中 形式 等 式 的 右 方 2 出 现 的 = 个 
夯 数 字母 ; 双 屋 力 ;) ……, 刀 是 二 个 在 .ex 中 的 字 集 里 有 定义 的 男 数 , 们 不 一 定 是 全 夯 数 ， 
对 于 某 些 字 可 能 没有 定义 ， 也 不 要 求 记 们 是 递归 画 数 ; 上 天 与 fi 王 1，.…，z2) 的 元 数 相 
同 , 记 ,车 大 为 已 元 男 数字 母 , 则 声 是 已 个 变 元 的 夯 数 ; 珊 fi 三 1，.…， >) 为 已 元 男 数 
字母 ; 双 , 了 有 一 和 元 的 主 画 数字 母 f， 我 们 仿 人 leene 以 











| j 
(12) T 投 所 
表示 这 样 一 个 一 般 是 无 穷 的 形式 等 式 集 3?: (12) 中 的 元 是 具有 形式 
《13) fkai9 at》 一 09 1 
的 形式 等 式 ,一 个 形式 等 式 (13) 属 于 (12) 的 充分 必要 条 件 是 
(14) jai; at ) 一 2 
我 们 还 要 引用 以 下 的 写法 
(15) 了 T Fr fc 9 9cn》 一 <c。 
《15) 表 示 : 有 一 形式 等 式 的 序列 
《16) 人 


其 中 每 一 e: 是 (12) 中 的 一 元 或 了 中 的 一 项 ， 或 者 由 (16) 中 在 写 前 面 的 经 Ri 或 R.: 而 得 ， 





I) 右 方 是 指 形式 等 式 中 等 号 的 右 方 。 
2) 也 可 能 有 穷 , 当 所 有 的 扣 都 只 在 有 穷 个 字 上 有 定义 时 就 有 穷 了 。 
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而 ex 女 为 (15) 中 在 Fr 右边 的 形式 等 式 : 
fa 9... cz》 一 Zi， 
这 样 的 (16) 我 们 也 称 为 一 个 计算 . 届 对 于 任何 变 元 数 合适 的 、 .ax 中 的 夯 数 户 ，， “jn 
( 邹 大 与 王 的 变 元 数目 同 为 1 一 相 2) ， 对 于 任何 G19》 ”9 amy 若 有 4 ES 
则 “ 是 唯一 的 。 这 样 , 我 们 称 工 束 同 R， R。 为 一 递归 算 子 算法 ,特别 是 一 = 元 的 递 归 算 
子 算法 ， 屋 了 是 一 -ez 中 的 和 元 画 数 ;, 画 数值 亦 是 .ez 中 的 字 。 届 有 一 等 式 的 有 穷 序 列 
了 ，F 的 主 画 数字 母 为 一 ?2 元 夯 数 字母 f， 届 对 于 任意 的 .ex 中 的 字 ai ………，an，a， 如 
果 帮 cl, .…，ean) 有 定义 , 则 
(17 ) f(ciy am) 一 4 
成 立 的 必要 与 充分 条 件 是 (15) 成 立 ; 如 果 帮 ci, .…，aw) 没有 定义 ， 则 对 于 任何 的 .or 中 
的 字 20， 
站 se e 人 
人 ve 

层 不 成 立 ， 那 么 ,我 们 衣 , 了 递归 于 力 ，.…， 加 ; 工 说 ,定义 了 递归 于 国有 穆 全 也 
脱 , 工 中 的 上 表示 思 工 中 的 6 ,所 玫 示 相应 的 思 ，……， 加 

一 个 冯 元 的 递归 算 子 算法 了 ,确定 一 个 由 ?个 画 数 访 ，:…， 刀 到 一 个 夯 数 了 的 转换 关 
系 ; 当 递归 算 子 算法 了 和 给 定 了 , ”个 画 数 访 )………， 因 也 和 给 定 了 , 则 这 个 了 也 了 驶 完 全 确定 了 ; 
f 的 值 是 这 样 确 定 的 ,给 定 cai, ……，aw; 我 们 看 有 没有 4 使 15) 成 立 ， 若 有 , 则 这 唯一 的 a 
郎 是 (co … ,en) 所 取 的 值 ; 否 则 fct cn) 无 定义 ;一 个 2 元 的 递归 算 子 算法 所 确定 
的 由 夯 数 到 男 数 的 转换 关系 ,是 一 ? 元 的 算 子 、 或 zz 元 的 画 数 的 画 数 、 或 了 7 元 的 泛 画 数 达 : 
(18) Fi 一 
这 样 的 算 子 我 们 称 为 一 2 元 的 递归 算 子 ,或 了 2 元 的 递归 泛 夯 数 ， 我 们 也 圾 工 以 (fi; fl 
f.) 表示 上 . 

我 们 也 可 以 先 定义 表示 相对 递归 性 的 “递归 算 子 算法 "与 工 定义 了 递归 于 访 ， … ) 恩 ; 
的 概念 ;然后 , 当 > = 0 时 , 即 得 到 递归 算法 "与 工 定义 户 的 概念 作为 特殊 情形 。 

下 面 我 们 举 几 个 递归 算 子 的 例子 。 


FrfKcl9. 9cn》 一 六 


3? 


4. 代 人 运算 : 
《19) Si(f，g) 一 大 画 数 代入 ， 
(20》> ie(f) 一 8 常 字 代 入 ， 
(21) Cii(f) 王 8 变 元 互 换 ， 
《22) if 一 8 变 元 等 同 。 


上 面 (19) 中 的 f，g 设 是 mw mr 元 的 男 数 ，1 <; 坊 沪 下 是 一 和 十 一 1 元 的 加 数 、 
《19) 是 喜 


(19.1 ) 页 (xi1， ”Xi 一 1 JI mr Xi+13 9 Xe) 一 


一 帮 xi1， " ”3 Xi 一 1》 g(y19 yw)3 Xif1 >Xa 
上 面 (20) 中 的 f 届 是 一 ?2 元 画 数 ，; 和 ny 8g 是 一 2 一 1 元 的 画 数 ，a 是 一 固定 的 字 ， 
《20) 是 襄 


《20.1) gCxil， "” ”Yi 一 1》MXzi413 "9 xs) 故 xt， "” ”9 Xi 一 1 G3 Xifl》 ”9 2) 
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上 面 的 (21) 中 的 1 与 ?都 是 ”元 男 数 , 1 和 ;< 71 < m。21 裔 
《21.1) 8g(xli3……，xe) 一 大 z1 .xi 21，2i419 “92 六 19 2，Xj+19 “Xe)。 

-上面 (22) 中 的 了 是 ”元 的 男 数 ,8 是 z 一 1 元 男 数 ,1 近 2) 和 2ri 寺 1)(22) 是 设 
《22.1) 8g(Cxziy， … Xi -27143192X2) 一 用 Zi xi 一 1 1 Xi+19 5 翅 。 

容易 看 出 ;SS:， .Si Ch 1 这些 算 子 都 是 递归 算 子 .。 例如 S; 是 一 递归 算 子 , 只 要 仿 
《19.1) 构 造 一 递归 算 子 算法 T,T 中 只 要 包含 一 个 形式 等 式 ,如 

hx 一 
一 f(xi9.. .9xi-lyg(yi 罗 .… 9yn》9xi+l 昂 .… 罗 xn)》， 

在 这 上 工 中 以 (h; f, g) 表示 心 ; 

5. 算 子 《ex)y， 《xz)7y 

《ex)y,，《x)y 表示 以 下 的 算 子 :， 
@ 如 有 一 ?的 子 字 ,使 

fw ai ua ie) 一 人 
ol _ 如 所 有 yy 的 子 字 *，, 都 使 


帮 x1， ”” ”3 Mi 一 1 X%》 Xi+13“"””)》 xn) 乱 虽 


@ 如 所 有 ? 的 子 字 x 都 使 

人 xi xn) 一 人) 
ol 如 有 一 ?的 子 字 x, 使 
大 xi 2 Xi419 xza) 乱 加 
斯 谓 * 是 ?的 子 字 是 表 》 有 形式 xixxz; 因 此 * 可 以 序 是 y， 亦 可 以 是 避 . 

食 sg 为 一 递归 全 夯 数 





《9ex)yf(Cxii "”“” ”9 Xi 一 13X32Xi+13?"”"”》 xe) 人 


《x7yf(xl， ““””3 Yi 一 13X Xi+1》 Xe) 汪 


| 


sg(C)) 一 df 9， 
5g(xoi) 一 ol， 了 工 一 1 


〖23) | 


如 果 分 了;( 帮 一 g，8Vi;(h 三 4 (1 和 :< 委 z) 指 
g(Cx1， “” ”9》 Mi 一 1》 了 YX1i+1》“”””》 xn) 一 《xfCxzl “”” ”3 Mi 一 1》 Xi+1》“”””》 为 下 
E 不 (xl， ”3 Xi 一 1 和 Xi+13 “”””》 xn) 一 《x2yf(x1， “”” ”9》Mi 一 1》 XXX1i+1》”””》 2 


别 可 以 通过 以 下 的 递归 等 式 ( 写 成 定义 形式 ) 看 出 了 ;,，Y, 是 递归 算 子 . 
(《Bx7)6f(xi ……… ，xi-1y x Mi+1 xia) 一 5 大 2 il GO，xi+l za)， 
《ex7ojyf(xl， "”” ”Yi 一 1 X Xi+1》""”》 Xe) 2 
了 es) 
1 -一 汪 ee 尺 。 
《ex)oe 大 xi 9 Whole 2 00204299 xn) 一 df 358 大 xi ”2 加 ， Xi “3 Ya) ， 
《@x7yo; 故 xi， ”13 MX xa) 一 df 
《8 于 Ci Mb oo Nb xz) 《9Ox)yojfGzbD 2 5 xie) 


、 1 一 1 


必 24) 1 





其 中 的 《xy 表示 以 下 的 算 子 : 
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GO 如 有 一 ?的 右 端 子 字 x《{( 邹 》 三 xx)35 使 


帮 (xi ”3 MMXiH15 “3 ae) 2 9)， 


《ex7yfCxi， "” "” ”3 Xi 一 1》 Mi+1y“"”"”》 xa) 一 oo 如 所 有 ? 的 右 端 子 字 x， 都 使 
帮 (xi xi-1y YX Mi41 Mr) 寺 人 
《25 ) 《x7y 帮 (xi ，3-19 YX，xi41 9 Ma) 一 好 一 ER 
一 《6x)y 一 5 用 xiy xi-19 3 141 Ma)。 


仿 (23) ,(24) 可 以 构造 出 定义 算 子 了 ;的 递归 算 子 算法 ; 仿 (23) ,424)， is 
印 可 由 之 构造 出 定义 算 子 Y; 的 递归 算 子 算法 . 

上 面 我 们 所 遂 的 算 子 (9x),，(x)y, 严 格 褒 来 ,是 指 算 子 了 , 与 ，;. 

由 上 面 的 各 例 我 们 陈述 以 下 辅助 定理 的 一 部 分 ,以 便 征 引 . 


辅助 定理 1. 连接 ， 2 各 画 数 都 是 递归 男 数 . 各 代 大 算 子 及 笑 
于 《@Ox)y， 《3073 都 是 递归 算 子 . 


我 们 分 
《26) x 半 ?一 妨 一 (人 关 ?)， 
《Bexl，. ……，xa)y… 一 dj《exi2y《9xz)y- “3 
《27 ) 《xl ，…，xa)y ”一 dxz2y 2027 


上 面 讲 到 的 兰 , ~ ，Y， 人 和 人， 一 《〈6x)y， 《xy 我 们 都 称 为 拟 玩 辑 词 项 、 相 当 于 还 辑 启 : 
项 2 V， 人 ， 2 (3x)y， (CVx )y。 (ITx )y 与 (CVx)y 可 定义 如 下 : 
Tz(x)y) 一 (gxi9 x2)[y 一 XiY%2]， 
(dzx)yRCx) 一 sgxz)[TzCxzy y)AR(O]， 
CVx)yR(Cx) 一 siCVz)[Tz(z，y) 一 ”R(x)]. 
当然 , 计 户 尺 的 变 元 中 , 除 * 外 还 可 以 有 套数 . 


$ 4， 递归 算法 与 递归 函数 的 发 展 
届 有 一 个 递归 算法 的 序列 
(1) 和 TI:， LI3， 3 
其 中 每 一 个 [4G > 1) 为 由 (1) 中 在 写 前 面 的 -~ 再 加 上 儿 个 形 式 等 式 而 得 ， 多 每 
E 一 TiG > 1) 为 一 形式 等 式 的 有 穷 序列 


13 2 3 Ca 
这 里 有 ni < n < ……。 我 们 称 这 样 的 一 个 (1) 为 一 递归 算法 的 发 展 ， 个 递归 算法 的 发 
展 自 然 确定 了 一 个 序列 的 递归 夯 数 
1 
其 中 的 旋 为 ; 所 定义 。 这 样 一 个 递归 夯 数 的 序列 ， 我 们 也 称 为 一 个 递归 画 数 的 发 展 . 
关于 递归 算法 的 发 展 ,我 们 要 在 这 里 提出 一 项 注意 兮 
Al 一 Ti， 





八 ， 一 Ge 证 二 e 
1 十 1 1z; 十 19 》 enmi-H) 


则 


T ;+ 一 上 ii Ai+le 
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全 = 按 假定 是 递归 算法 :Ti+: 按 假定 是 递归 算法 ,而 按 假定 As 也 应 当 是 递归 算法 . 
Das 与 Aist 中 的 主 画 数字 母 虽然 是 一 样 的 , 然 所 表示 的 西数 却 不 一 定 相同 。 

一 个 递归 算法 的 发 展 例如 以 这 样 的 Di, Di, T: 开始 , 它们 就 是 $ 3 中 的 (7)，(8)，(9) 
们 确定 的 画 数 顺序 地 是 全 ，Y., 一 。 正 象 我 们 在 定义 一 个 递归 画 数 时 只 要 写 出 确定 这 
画 数 的 递归 式 , 井 借以 看 得 出 如 何 构造 相应 的 递归 算法 就 够 了 ( 见 3,(11)) ,我 们 在 给 出 
一 个 递归 夯 数 的 发 展 时 ,只 要 写 出 确定 宅 们 的 相应 的 递归 式 。 例 如 当 我 们 定义 以 ~ 一， ， 
一 开始 的 递归 画 数 的 发 展 时 ， 用 不 到 和 给 出 $ 3 中 的 (7)》(8),，(9)， 只 要 按 $ 3 中 的 (37)， 
(4'),(5) 写 作 


一 辐 王 dfol 
Gy 一 dj 


(3 ) Ot Y 3 之 时 和 

党 是 2 
《4) xy 一》 一 df (一 YX) Y y。 
因为 由 之 就 可 以 构造 出 相应 的 $ 3 中 的 (7),(8),(9) 了 .。 此 后 ,我们 狗 定 , 当 我 们 顺序 写 
(2),(3),(4) 时 ,我 们 朗 用 来 表示 由 83 中 的 (7),(8),(9) 定 义 出 ~ ，~ ,一 ;而 不 是 , 例如 ， 
表示 由 Al, Az,，A^A3 来 定义 递归 夯 数 . 

在 我 们 发 展 一 个 数学 理论 时 ;为 了 不 同 目的 可 以 朝 着 不 同 的 方向 去 发 展 ; 一 个 数学 理 
论 在 为 了 基 一 目的 朝 着 一 个 方向 去 发 展 时 要 通过 定义 引进 不 同 的 概念 。 按照 一 定 的 秩序 
先后 引进 .( 桥 念 不 外 两 种 , 即 表 未 男 数 与 计 记 的 概念 )。 能 行 性 理 葵 也 是 可 以 为 了 不 同 目 
的 , 不 同 要 求 而 有 不 同方 向 的 发 展 ,, 历史 上 由 之 形成 不 同 的 能 行 性 理 其 .这些 不 同方 向 、 
不 同方 向 的 发 展 、 不 同 的 理 葵 ,可 以 在 递归 算法 葵 中 以 具体 的 递归 算法 的 发 展 、 递归 画 数 
的 发 展 来 反映 . 

这 里 我 们 还 要 通过 例子 对 递归 间 蛮 的 表示 男 数 作 一 些 说 明 。 以 下 这 一 段 廊 字 为 了 便 
于 征 引 记 作 (一 ). 

(一 ) 我 们 称 * 是 ? 的 左 端 , 如 果 有 ? 的 子 字 xi 使 》 = xx 我 们 称 * 是 ?的 右 端 ， 如 
果 有 Y 的 子 字 二 使 ? 一 XIX; 我 们 称 % 在 ?中 出 现 , 如 果 有 ? 的 子 字 xi， xz, 使 y》 一 zaxx23 
如 果 字 母 表 .sx 中 的 字母 ol ………，ox 人 未 输出 ， 我 们 也 可 以 定义 ' 父 是 一 字母 如 下 ，, 我 们 
称 * 是 一 字母 ,如 果 z 不 是 空 字 , 而 且 任何 * 的 子 字 y，z， 如 果 * 一 yz, 则 ? 与 中 至 少 有 
一 企 字 是 空 字 ; 我 们 称 * 是 y 中 的 字 , 邹 谣 , 任 何 * 的 子 字 z, 如 果 > 是 字 , 则 zx 必 在 ?》 中 出 
现 。 我 们 称 x 是 从 > 把 其 中 最 左 的 一 个 7 替换 之 以 z 而 得 ,是 丽 ， 有 x 的 子 字 xxz， 使 
xy 一 Xiyxa2y 2 一 ws 和 有 任何 x 的 子 字 zi，zz， 如 果 x= ziy22， 那么 ，xi 就 是 x 的 左 端 . 

我 们 以 
ToatKx ，y) 表示 xx 是 ?的 左 端 
EzdCx，?) 表示 x 是 ?的 右 录 
Tz(xXz，y) 表示 x# 在 7》 中 出 现 
41(x) 表示 x 是 一 字母 
] Joxr(x，?y) 表示 x 是 ?中 的 字 





《5) 
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Szp(xz，x，y，z) 表示 zx 是 从 x 把 其 中 最 左 的 一 个 ? 替换 之 以 zx 而 得 
《3x)y…、 表示 有 y 的 子 字 x 使 …， 
(Yey… 表示 任何 y 的 子 字 x ,…: 

引用 了 这 些 符 号 ,上 面 那 一 段 廊 字 中 的 定义 可 以 简单 地 翻译 “成 以 下 的 形式 : 





(22MKX， y) 一 dj (了 xi)y[y XXY1] 
FEzdCxy) 一 sf 《xi)y[y 一 xix] 
TPz(x，?) 一 sf 〈 什 xl) zz)y[y 一 xlxzxz] 
《6 ) 14471(Cx) 一 wx 二 人 OAGCVyz)r[x 一 ?yz 一 > 一 yz 一 癌 ] 
枉 or(x，y) 一 由 《Vs)。[ 4 人 xz) 一 Toz(z，y)] 
Sup(x xyyz) 一 4 〔〈3xli，xa2)z{(x 一 XI7yX2Ar 一 XI12Y2 人 
\ 


(Vzl，zz)x[x 一 zy22 一 -To2t(xXi Xi 让 】》。 
我 们 以 ipt，ezd，z 加 ，da1，zor，xsap 表示 .Iat，E2d，Tz2，41， 了 or，Szp 这 六 个 谓词 的 
表示 夯 数 , 据 定义 有 


， 了 PtCX，? ) < 一 > ipl(xy， 7y) 一 加 
Eznd(Cx，y) < 一 一 > cz2d(xz，y) 一 加 
C) Toz(x，7y) < 一 >ip(xy) 三 加 
41(x) < cl(xz) 一 加 
Jor(x，y) < 一 > zor(x，7) 一 虽 





Srp(zx， X》 》， 2 )< 和 一 一 >*xp(x， 光 》 》， 2 ) 2 G)， 


现在 , 我 们 可 以 一 眼看 出 这 大 个 计 鹿 都 是 递归 谢 词 , 因为 放 们 的 表示 夯 数 可 以 仿 (6) 
直接 翻 嫩 “过 来 ;如 





27t(X 7y) 一 小 《Bexi)y[y 之 xxzl] 
ed(Cxz，3?) 一 小 《6Bxi)y[y 之 xix] 
ia(x，7y) 一 凡 《6xi, xz)y[? 送 xixxa] 
《8 和 1 oz) 一 fX 半 加 人 《yz)x[x 立 ?yz 一 》 妆 四 zz 郑 回 ] 
t00r(X，?) 一 sf 《z)x[at(s) 一 zz(z，y)] 


| szeb(zey%， y，z) 一 贡 (8xzb zx 冯 和 ny2 人 下 六 2 人 《地 os[xY 之 ay 
一 zt(xz1y 21)]}。 
由 (8) 据 辅助 定理 1 可 以 知道 这 六 个 男 数 是 递归 的 ,而 且 是 满足 (7) 的 ， 

上 面 我 们 喜 明 一 个 在 递归 算法 葵 中 考虑 问题 的 方法 :由 (一 ) 经 (5)，(6)，(7 ) 到 (8) 是 
直接 的 ， 只 要 我 们 知道 (一 ) 与 (8) 的 关系 ,显然 ,只 要 写 出 (一 ) ,马上 可 以 知道 ,所 定义 的 
“是 ?的 左 端 " 等 这 些 请 调 都 是 递归 谓词 ,自然 根本 用 不 到 再 写 出 , (5)，(6)，(7)，(8) . 
反之 ,我 们 若 先 引入 (8) 那 样 的 一 邮 夯 数 的 定义 ,自然 ,也 马上 可 以 知道 ,把 ia 这 些 画 数 作 
为 表示 男 数 时 ,所 表示 的 如 x* 是 y 的 左 端 " 这 样 一 些 谓 鹿 是 递归 的 。 因 之 ,在 实际 处 理 问 
题 时 ,只 要 象 (一 ) 那 样 陈述 就 够 了 ,否则 , 象 (8) 那 样 引进 定义 也 够 了 ,二 者 只 要 取 其 一 . 

辅助 定理 1 ( 绩 完 )， ;ipt，cezQ&， 轨 ，a1，zor，xsztB 是 递归 画 数 ， 
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$5. A. A. MapKoa 的 正规 算法 


通过 一 个 特殊 的 递归 算法 的 发 展 或 递归 画 数 的 发 展 我 们 可 以 把 A. A， MapKoe 的 正 
规 算 法 的 理 花 很 简 接地、 很 自然 地 包容 到 递归 算法 葵 的 理 其 体系 中 来。 我 们 这 里 瑶 到 以 
递归 算法 葵 来 包容 正规 算法 花 时 ,用 了 简捷 "， 自然 ;这 是 襄 , 在 递归 算法 花 的 基础 上 ， 
根据 前 面 各 节 的 解释 ,只 要 我 们 把 正规 算法 花 中 的 概念 陈述 清楚 ,不 要 轻 过 多 少 推理 就 可 
以 看 出 事实 就 是 如 此 。 下 面 这 一 段 文字 我 们 称 之 为 本 节 主 要 文字 .在 这 一 段 女 字 里 我 们 
就 是 要 把 正规 算法 论 中 的 主要 柯 念 陈述 清楚 ， 攻 据 以 说 明正 规 算 法 理 葵 与 递归 算法 瑜 的 
关系 。 以 下 的 陈述 在 还 辑 上 是 自足 的 , 这 就 是 说 ， 芒 者 要 是 不 知道 MapKgoB 正规 算法 的 
概念 ,也 是 可 以 理解 的 . 

假定 给 出 一 个 字母 表 

Log 一 {oi ………，okj， 
我 们 要 解释 .ex 中 的 正规 算法 。 我 们 考虑 一 个 .et 的 扩大 的 字母 表 锣 ， 角 中 包括 .ex 
中 的 字母 之 外 还 包括 以 下 三 个 不 在 .ex 中 出 现 的 字母 : 
SR 口 ? 
现在 ,我 们 求 引 进 一 些 急 中 的 谓 户 与 画 数 。 在 下 文中 ,在 引进 的 谓词 后 面 括号 中 写 的 是 
这 个 谓 鹿 的 表示 男 数 。 例 如 ,在 “zx 是 一 简单 的 替换 公式 "后面 写 (repl(x))”, 是 表示 “> 
是 一 简单 的 替换 公式 "这 谓 蛮 的 表示 夯 数 写作 reb1(x)”。， 命 
人 A 王 dfol … ok， 

这 是 一 个 字 。 > 是 一 简单 的 替换 公式 (repl(x*)), 是 届 , 有 zx 的 子 字 ?yi yz, 是 A 中 的 字 , 而 
x 一 思 一 》%。x 是 一 结尾 的 蔡 换 公式 (rep 2(x)), 是 琢 ， 有 zx 的 子 字 yi yz 是 A 中 的 字 而 
x 一 J1 ya。“ 是 一 个 替换 公式 (rep(x)), 是 届 , x 是 一 简单 的 ,或 结尾 的 替换 公式 . * 是 
?的 左 字 (Hz(x，?)), 是 悦 , 有 ? 的 子 字 z,? 一 * 一 zx 或 xxz。 xz 是 ?的 右 字 (rt(xzy)) 
是 悦 , 有 ? 的 子 字 ,7 一 xz 一 zx 或 zx。z 是 ?中 的 项 (el(xy)), 是 说 , 口 * 口 在 ?中 
出 现 , 然 门 不 在 * 中 出 现 . xz 中 的 y 可 以 有 效 地 应 用 于 x(Cef(x,y, xz))， 是 悦 ,， 有 z 的 子 字 
yiy yzy ys 使 > 一 和 2 口 ? 口 ,而 ?ys 是 在 x 中 出 现 的 ?的 左 字 ， 工 且 ， 任 何 z 的 子 字 xi， 
xz 如 果 和 六 哲 ,和 是 轿 口 中 的 项 , 如 是 入 的 左 字 ， 则 六郎 不 在 * 中 出 现 . xz 可 施 于 
xz(apl(xz， xz)) 是 说 有 >z 的 子 字 y, 使 x 中 的 》 可 以 有 效 地 应 用 于 *, 而 》 是 一 个 替换 尺 式 . 
x 是 一 个 施 > 于 ? 的 计算 (cal(*，?，z)7) 是 说 *，y，z 满足 以 下 三 个 条 件 : 1. 有 *x 的 子 字 
Xi X2， 使 x 二 口 蝇 m Dy 品 x2; 2. 任何 * 的 子 字 xi 2 xz 如 果 z 一 科 口 xz 口 x3， 
口 不 在 xx 中 出 现 ，z 不 可 施 于 x, 那么 , xz 三 @; 3. 任何 x 的 子 字 xiy 2, xi zx， 如 果 
xz 三 3i[]xDxs 训 xi 站 不 在 > 也 不 在 xs 中 出 现 , 那 末 , 有 zx 的 子 字 yzxly zy yi 可 以 





1) 用 一 与 一 ' 两 个 字母 我 们 可 以 把 . ez 中 的 正规 算法 2 中 的 蔡 换 公式 写作 
28 一，C 玉 
成 为 屯 中 的 字 , 前 者 表示 简单 的 蔡 换 公 式 , 后 者 表示 精 尾 的 蔡 换 公式 . 口 是 用 来 构造 字 的 有 穷 序 列 的 ,[9] 往 
往 以 * 表示 这 样 一 个 字母 。 裔 ca, .…, an 是 . cz 中 的 字 , 我 们 即 以 . 屯 中 的 字 
口 ca 口 .… 口 cxr 口 
来 表示 一 个 . ez 中 的 字 的 序列 


G19 和 GZz。 
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有 效 地 应 用 于 x, w 是 yi 的 左 字 ， 刀 是 的 右 字 ，xs 是 由 zx 把 其 中 最 左 的 一 个 页 替换 
之 以 而 得 ,并 且 , 如 是 一 辕 尾 的 替换 公式 , 则 ”% = 加 .xz 是 一 个 正规 算法 (zor(x*))， 
是 靛 ,有 zx 的 子 字 xx 三口 口 , 井 且 ， 任何 x 的 子 字 x, 如 果 为 是 关中 的 项 , 则 阅 是 
一 个 替换 公式 ;更 详细 地 ,应 当 瑶 x 是 一 个 .ex 中 的 正规 算法 ;如果 * 是 一 个 正规 算法 ; 则 
按 假 定 * 是 一 个 多 中 的 字 . zx 的 末 项 ,是 由 下 面 递 归 等 式 定义 的 一 元 的 画 数 jar(z)， 
人) 口 ) 一 dj 加 

las(Gxz LjyoD) =wlarGxz DiyD)o， 一 1 KR 
我 们 但 《sx)》 是 任意 一 个 由 ”十 工 元 的 画 数 了 到 ,> 元 男 数 8 的 递归 算 子 。 设 


《2) g(Cxl，……，xe) 一 《ex2 帮 zl Xe X)， 

则 f 与 8S 有 以 下 的 关系 :有 一 * 使 

(3) 帮 (xi ，xay X) 一 全 

的 充分 必要 条 件 为 

〖《3.1) 帮 (xi … ，xay g(xXi xxo)) 一 旬 ， 
《2) 写 作 以 下 形式 更 为 合适 

《4) g(xzi xzxe) 人 《8xD)7Cxi 245 


这 是 表示 如 果 没 有 x*， 使 (3) 成 立 ， 则 g(xity .…，xn) 或 《sx) f(xi .…，xny xz) 无 意义 9. 
《sx》 帮 (xi ……，xn, x) 可 芒 如 “一 个 满足 条 件 f(xziy xnox) 王 加 的 六 象 人 ex) 这. 
样 的 递归 算 子 是 很 多 的 ， 例 如 我 们 引进 以 下 的 算 子 《px ,就 是 《sx》 的 一 个 例子 

GO) 一 dj 01 

GCxYoi) 一 4 xzoi+l， 1 和 & 十 2， 设 oksl 郎 一 ，ok+2 邹 -，ok+s 即 口 

ICxok+3) 一 GCxz)ol 

有 CO，xli， xnyy) 一 df?》 

AKCG(Cxz) ，xi，…，xay yy) 一 好 有 (zl 2 GCT za3GC7)) 
《axz)f(xzi xy xz) 一 aACzD xy 加) 2 xy 加 9)。 


《5) 





z07( 芽 ) 一 虽 。 ， 
全 
《6) 3[(x) = sf 某 一 个 施 % 于 x 的 计算 的 未 项 ， 
《本 节 主 要 妇 字 完 ) 
按 MapKkoBo ,如 果 对 一 正规 算法 %， 

32LCx) 一 y， 
出 称 %[ 改造 字 * 为 y>。 本 节 主 要 文字 实际 上 只 是 做 了 一 件 事 情 ;, 就 是 把 Mapgoap 中 关于 
正规 算法 的 有 关 李 念 通 过 一 系列 的 定义 作 了 一 个 详细 的 严格 的 规定 ， 只 是 这 一 段 字 也 

1) 严格 地 讲 可 以 把 当 作 满足 以 下 条 件 的 任意 的 递归 算 子 : 
e(h) 一 8g， 


其 中 俩 了 是 一 2 元 的 画 数 ，g 为 一 2 -- 工 元 的 画 数 , j 与 & 的 关 采 仍 是 : 有 一 * 使 (3) 成 立 的 充分 必要 条 件 为 
(3.1) 成 立 。 这 样 可 今 


《86x7f(xzl，.…，xznyx) 一 dsCh(Cz ze) 或 





一 dg8(xi， sd xzz) 。 




















蔚 使 蔷 考 感觉 到 是 录 常 和 干燥、 呆板、 拙劣 ， 自 然 , 广 字 可 以 象 平常 一 样 写 得 自然 ,这 是 因为 
搞 皮 要 写 成 这 样 一 付 面 目 , 是 要 使 读者 容易 看 出 , 正 象 在 本 文 $ 1 中 所 谣 的 那样 ， 正 规 算 
蓝 的 理 花 可 以 在 递归 算法 论 中 得 到 很 直接 的 陈述 . 在 本 节 的 主要 文字 里 ,只 是 一 些 对 概 
念 的 解 其 《 朗 定 义 ) ,通过 解释 用 不 到 多 少 证 明 的 步 骏 就 可 以 得 和 到 下 面 的 定理 . 
定理 1 机 沁 是 一 正规 竺 法, 下 的 字母 表 为 .or = (ou … ,oj， 则 at) 是 二 在. 
的 扩大 字母 帮 天 = {o ok 一 ,过 ， 门 ) 中 的 递归 夯 数 . 
证 . ”因为 有 
《1 》 ME(x) 一 1 ((sey》 ce xy， 3))， 
定理 一 邹 得 到 证 明 . 
证 明 是 严格 而 清楚 的 , 照 理 无 需 再 作 阁 明 . 为 了 便于 征 引 ,我 们 还 要 多 写 几 行 于 下 . 本 
告 主要 文字 中 所 引进 的 谓词 都 是 递归 谓词, 因为 写 们 的 表示 男 数 都 是 递归 夯 数 ,这 一 点 只 
要 把 这 些 图 数 的 定义 写 出 ,而 写法 可 以 如 上 一 节 中 那样 ,由 谓 蛮 的 定义 直接 翻 泽 过 来 ,如 
《ME) rebpl(x) 一 of 《yi，y2)z[zoor(yiy 4) 人 zor(ya 4) 人 zx 立 嫉 一 ]， 
(CCMP) reb2(x) 一 of 《9yi， y22z[zoxr(yiy， 4) 人 zor(yay 4) 人 2x 送 嫉 冲 2]， 
《CMS) rebp(xz) 一 sf 《6yiy ya)s[zor(yi，4) 人 mor(yz 4) 人 (人 立 3i>y2TY 立 yo2)] > 
《NE Exzyy) 一 sf 《9z)y [7 六 2 一 zsYy 关 xz]， 
人 NM5) rrKz:y) 一 《ez)y[y 立 z 一 YYz 人 yx]， 
《Ms) elIKzy) 一 dj 克 ([x 口 ,y) 和 一 和 2( 口 ,>)， 
GCMP) efzy yz) 一 wp 《9yly yy ya)z{z 立 圈 口 ?ys 和 人 2tGys， yy) 人 轨 (y3，xz) 人 
《xiy za225[ 旭 半 加 人 exiyyij 回 ) 人 2OztGxay xi) 一 一 各 (zzz)]}， 
《Ms) abpl2(Gxzy xz) 三 sf 《9y)z[ef(z，y，z) 人 rebp2(y)]， 
《Ms) <pECxz， xz) 一 df 《9ey:[ef(x， 3 2z) 人 rcb(y) ] ， 
《Mio) cat(xzyz) 一 ar 《xiaxa)sz 兰 D 和 iD 口 和 人 xz 兰 Djy 品 xj 和 人 
《xiy 委 ， Ma)zfx 妆 和 口 za 品 xs 和 一 加 ( 口 ,xz) 和 一 abl(xzz) 一 za 立 辐 } 人 . 
《xi 22 2x3y %4)z{z 儿科 口 委 口 xs 口 xs 和 人 一 记 ([D]j oo) 人 一 训 ( 口 ，xza) 一 
《Byiy zi， xz):[ef(x2，y1，z) 人 Ma yi1) 人 7t(za，y1) 人 
SU5(xX3，22， zl xz2) 人 “zebp2(071) 一 24 六 加])， 
击 上 面 的 (My 到 (Mo) ,显然 cel 是 一 递归 画 数 ;再 由 (1) , 朗 证 明了 本 定理 . 


$6. 图 林 机 货 


通过 另 一 个 递归 算法 的 发 展 或 递归 画 数 的 发 展 我 们 同样 可 以 把 图 林 机 器 的 理 戎 十 分 
简 德 、 自 然 地 包括 到 递归 算法 葵 的 理 葵 体系 中 来 . 下 面 定 义 的 有 关 图 林 机 器 的 概念 与 现 
明 可 套 考 Davisg. 

我 何者 虑 的 字母 表 包 括 以 下 字母 

5 95 “im gl ga R, 工 ,站 ]， 
其 所 @，-…， sm 称 为 机 器 符号 , gl，:…，g。* 称 为 机 器 的 内 部 状态 ，R 为 〈《 蕊 头 的 ) 右 移 符 
号 :下 为 左 移 符 号 , 口 的 解释 如 $ 5。 一 个 图 林 机 器 7 是 一 个 有 穷 的 字 的 序列 ,序列 中 的 
每 一 项 具有 以 下 形式 之 一 : 
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(1) Gi5j5kG1 
(2) Gi5jRRG) 
《3 ) Gi5j 了 9 


(人 G, 1 一 1,.…，,2ij)8 王 1, ,oz2)) 而 没有 两 项 中 的 头 两 个 字母 是 相同 的 ,这 样 一 个 序 
烈 了 我 们 以 





口 w 喇 …” 电 G2 口 
表示 ,其 中 Ci(i 1， 和 户 ) 为 有 形式 (1),(2):,(3) 的 字 . 我 们 分 

9 一 5091 9mn 

9 三 91 … 9gn; 
一 个 有 形式 

发 |。。。 上 2 
的 字 称 为 图 林 机 器 了 的 瞬间 描述 ， 其 中 j < ，， 与 为 一 2 中 的 字 ， 其 他 5 关 力 都 是 S 
中 的 字 ， 我 们 井 图 林 机 器 了 使 * 转 和 思 ， 假 如 *， ? 是 图 林 机 器 T 的 瞬间 描述 , 亡 们 有 以 
下 五 个 情况 之 一 (〈4)，(5)，(6)，(7)，(8 )): 


(4) x 一 Xi1gi5jX2》 ?一 xigikxz2 人 中 有 qisjsk91j 
《5) xz 一 XIGi5jkX2 ?一 2X15ig15kx2 了 中 有 0551RRd1; 
《6 ) X 一 X19;5j19 ?一 xl15jG15o9 工 中 有 qisjRai; 
《7) x 一 Xil5kgi5it2， ? 一 XI19g1545jx2， 人 中 有 955j 工 01; 
《8) XY 一 9i5jX29 ?》 一 gsogjx29 工 中 有 qzsj 工 gr。 


我 们 说 * 是 图 林 机 器 T 的 一 个 计算 ,是 指 : * 是 一 个 工 的 瞬间 描述 的 序列 
Lot ijez， 二 
其 中 对 每 一 个 ; < 忆 工 都 使 cr; 转 入 ci+ 其 中 c: 是 一 有 形式 gxi 的 瞬间 描述 ， 而 不 再 有 ， 
瞬间 描述 2, 使 *, 转 入 z, 并 静 * 是 了 对 <: 的 计算 ,而 写 
NE 
定理 2.. 设 了 是 一 以 ws …，sn 为 机 器 符号 ， 以 4 …，9gn 为 内 部 状态 的 图 林 机 
器 ， 则 reEsT(Y ) 是 一 字母 表 (二 09， pm 中 的 递归 而 数 ， 
证 我 们 作 以 下 四 个 递归 夯 数 的 定义 。 在 定义 后 面 所 写 出 的 谓 市 是 以 读 画 数 作为 
表示 男 数 时 旋 所 表示 的 谓词 
4a1ipz(xz，?y) 一 4 al(xz) 人 轨 (xz，y) (xz 是 在 ? 中 出 现 的 字母 
zzst(xz，S，0) 一 wj (xi xxs) [xz 妆 xlxa2x3 人 ilor(xly S) 人 ior(23 8) 
人 3 于 加 人 aliz(xz OO)) (zx 是 一 瞬间 描述 ). 
go(x，y，T，S，0) 一 wexi, y1，zl，22)2x(Oxz，?279 
{eliz(xiy OO) 人 aliz(x OO) 人 dl1z(yiy S) 人 al S) 人 
tor(ziy SS) 人 zpox(zzy SS) 人。 
[xz 头 zaxly1z2 人 ? 妆 zxa2y222 人 ce1(x1y1y2x2 了 )] 下 


[x 送 zlxly1y2z2 人 y》 六 zy1X%27222 人 CRCXIYyIRX2， 了 刀 导 ， 





1) 按 Davisc 记 作 * 一 y(CT)， 
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[xz 立 xixiyl 人 ?六 ziylxaro 人 elCxIy1IRxa，T)] 下 
[x 之 ziylxiy2z2 人 》 六 zlX2y1y222 人 CICXI7ILxaz， 了 T)] 下 
[x 立 xliyaza 人 ?y 六 xzgoy2z2 人 elL(CxIy1ILxazy 了 )]》} 
(使 * 转 和 人?)， 
cozzbp(xz,y，T，S，O) 一 df 
《exix(x 立 口 x 品 } 入 
《xzl2x{el(xiy x) 一 ipst(xiy SS，2)} 人 
《exi:(eyi)yfxz 立 口 y 口 xi 人 和 人 y 送 gt 和 人 
《xi，x2， ?1 322x{z 妆 和 1Dx 口 和 口 %m 和 一 各 (Dj,xDD 人 
一 (上 门 ，x2) 一 go(xliy xy 了 了 ，S，O))} 人 
《Bxi，xa，ya，z1，2z22z{xz 六 xl[] zixzy2zz[L] 人 
Cj1iz 人 (xz O) 人 az 人 (yy S) 人 mor(ziy S) 人 tor(C2z2，S) 人 
《za3y 2427* 一 ce1(x2y2z3z4，z) )} 
(是 了 对 ?的 册 第 ) 
从 上 面 的 定义 有 
resT(XY) 一 1as ((ey)comzp(yy，x TS，O))， 
由 之 定理 二 得 证 . 
在 定理 二 的 证 明 中 ,其 实 只 包括 一 些 对 ”err(x) 这 个 男 数 的 严格 的 定义 ， 没 有 用 到 其 
他 逮 辑 推理 的 步 骏 ， 


y7. 目 然 数 的 递归 画 数 


在 把 各 种 能 行 性 理 葵 包容 于 递归 算法 论 中 时 ,把 通常 所 谣 的 递归 夯 数 论 , 亦 序 自 然 数 
的 递归 夯 数 葵 包 容 于 递归 算法 论 中 是 最 为 简单 自然 的 。 办 法 可 有 多 种 。 
可 以 采用 一 个 特殊 的 字母 表 , 例 如 取 一 只 有 一 个 字母 的 字母 表 
ovt 一 {1)} 》 
然后 把 自然 数 > 等同 于 .ex 中 的 字 
| 


一 一 
好 


或 者 象 Kleenebo 那样 取 字 母 表 
0 】， 
然后 把 自然 数 ”等同 于 .ex: 中 的 字 


0 一 一 . 
这 样 , 所 请 自然 数 的 递归 男 数 只 是 一 种 特殊 的 字母 表 中 的 递归 男 数 .。 这 样 ,很 自然 ,自然 
数 的 递归 画 数 花 就 包容 于 我 们 的 递归 算法 葵 中 了 。 也 可 以 采用 任意 的 字母 胡 
(1) Lo 一 {ol， 全 ok )。 
我 们 只 要 通过 这 样 一 个 .ex 中 的 递归 画 数 了 来 把 .oz 中 的 字 集 与 自然 数 集 作出 一 一 对 应 . 
这 个 了 是 要 具有 这 样 性 质 , 邹 序列 
加 ， 帮 操 )， 帮 CO))，… 
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要 通过 所 有 .ex 中 的 字 ， 我 们 合 

区 一 df YX， 

ft+(x) 一 sfGfPGx))， 

把 自然 数 > 等同 于 j(@O)， 这 样 每 一 个 自然 数 的 递归 夯 数 就 可 以 看 作 是 一 个 .ez 中 的 递 
归 夯 数 ,由 之 自然 数 的 递归 西数 自然 包容 于 递归 算法 花 中 了 .这 样 的 上 有 无 穷 多 ,例如 $5 
中 (5) 中 的 c, 邹 通过 下 式 定义 的 5 

ICO) 一 fol 

GCxoi) 一 dfxoi+l 1T< 和 1< 肛 

GCxok) 一 sjfGCx)ol 
就 是 这 样 一 个 夯 数 . 我 们 在 这 里 也 就 是 把 ac(x) 解释 作 自 然 数 x 的 后 糙 数 ， 有 了 这 
样 一 个 后 悉 男 数 ， 我 们 可 以 用 不 止 一 种 方法 求 处 理 自 然 数 的 递归 画 数 。 例如 。， 可 以 如 
Kleene2 那样 通过 递归 式 (D，(ID)，(GID ，(IV)，(CVa) ，(Vb) (CVD 引进 一 般 递 归 画 数 要 
念 ". 这 样 ,自然 数 的 递归 画 数论 就 很 自然 而 简单 地 包容 于 递归 算法 花 中 了 。 

反之 , 屋 字 母 表 (1) 已 经 输 定 ， 我 们 也 很 容易 把 .ex 中 的 递归 画 数 在 自然 数 的 递归 夯 

数理 戎 中 得 到 表示 ,例如 把 .ex 中 的 字 
《2) oj ois 
在 自然 数 中 予以 适当 的 Gadel 硫 码 ， 邹 可 以 把 .ex 中 的 递归 夯 数 转换 成 自然 数 的 递归 画 
数 了 . 例如 ,我 们 在 自然 数 的 递归 夯 数 论 中 引入 这 样 的 递归 夯 数 
bo y) 一 sf pz[z<kAo<zAys 失 0 人 A|1ly 一 zl] 
bl(xz',y) 一 wo pz[z 和 kkAo<zAyrestxyy) 六 0 人 Kaz]， 








rest(X， 
《3) 其 中 au 三 [| 一 :| 
rest(o,y) 一 dj ?一 思 (o， y) 
yest(x' yy) 一 sj yest(xyy) 一 bxz5y) ie 
《4) 1ez(xz) 一 4 py[y 和 xzAt(yx) 王 0]， 
《5) xy 一 df (Rn .YY) 十 y。 


我 们 在 自然 数 的 递归 夯 数 葵 中 把 一 个 自然 数 表 成 以 下 形式 
xz 一 加 .人 十 .… 十 王 下 十 加 妈 ， 
1 委 加 < 安 和 7M2 一 0，…… 7 
用 来 表示 (2) ,或 用 作 (2) 的 粳 码 ,以 由 (3),(4),(5) 定 义 的 xy 表示 字 的 连接 ， 这 样 , 所 有 的 
.ex 中 的 递归 夯 数 都 在 自然 数 的 递归 画 数 中 得 到 表达 。 由 此 可 见 , 递归 算法 论 也 包容 于 
自然 数 的 递归 画 数 其 中。 因 之 这 两 个 理 戎 是 等 价 的 . 
从 这 里 , 据 已 有 的 事实 :例如 Churcho 与 Kleene5 证 明了 一 般 递归 性 与 )- 可 定义 性 
是 等 价 的 ; Turingn9 证 明了 -可 定义 性 与 可 计算 性 是 等 价 的 ; IEernoBc5 证 明了 递归 
性 与 用 正规 算法 的 可 计算 性 是 等 价 的 ; 由 此 可 见 , 递 归 算 法 葵 是 与 自然 数 的 递归 画 数 论 、 
4- 转换 演算 、Turing 计算 机 理论 、 正 规 算 法 论 等 已 有 的 能 行 性 理论 都 是 等 价 的 . 





1) 见 Kleene9ol, 第 三 部 份 。 
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核 函 数 ' 
递归 算法 论 IP 





明 世 华 其 任 也 
(中 国 科学 院 数 学 研究 所 ) 
这 里 所 时 论 的 本 数 仍 是 有 劣 字母 表 


.一 《ol， 二 拓 ok} 
中 的 函数 。 我 们 仍 以 @ 表 示 空 字 ( 见 [1 )。 


本 女 定 义 了 一 个 看 来 是 极 狭小 的 函数 集 ($1), 并 让 明 其 中 的 函数 都 可 以 义 成 一 种 范式 ($2). 
此 外 ,还 利用 这 范 数 集 构造 了 一 种 正规 算法 的 通用 算法 与 一 种 图 林 机 器 的 通用 计算 机 ($ 3). 


$1. 权 丁 数 概 念 
” 核 夯 数 集 是 归 秽 定义 出 的 ， 定 义 中 用 到 夯 数 
加 当 * 一 yx， 
O1 其 他 情形 ， 
其 中 的 @ 和 ol 可 以 分 别 看 作 凌 " 和 假 ", yz 表示 ” 与 x 的 连接 因此 ， 


co1z(XY，7y，2) 一 X zyz 


(连接 和 立 均 见 [1])。 定 义 中 亦 须 用 到 代入 算 子 . 通常 的 代 大 算 子 ,如 A.Grzegorczyk 中 
所 述 ,是 包括 由 一 二 元 男 数 


coz(Y，y，2) 一 | 


大 2 2 
经 过 在 其 中 某 一 变 元 内 (1 委 ;i 和 2) 处 代 大 常数 < 而 得 到 一 ”一 工 元 男 数 
gCxi，-……，2Xi-19 2341》 Xe) 一 帮 (zi Xi-1 2G; xz+1》。 "3Xa) 


的 .但 因 [2] 中 所 讨论 的 是 通常 的 自然 数 的 画 数 , 代 且 在 所 讨论 的 男 数 集中 往往 包含 后 炎 
本 数 , 所 以 上 述 的 常数 的 代入 可 以 归 千 为 寺 的 代入 。 本 妇 所 讨论 的 是 字 集 中 的 夯 数 ,不 能 ， 
归 辕 为 空 字 的 代入 ,而 须 用 到 常 字 的 代 和 人 .然而 我 们 双 霸 不 使 用 常 字 的 代入 ,而 仅 尤 许 使 


用 常 字母 的 代 和 大. 代 大 算 子 的 其 他 部 分 与 通常 的 代入 相同 . 这 样 的 代入 我 们 称 为 弱 代 天 
算 子 。 就 是 说 , 弱 代 入 包括 以 下 四 个 算 子 : 


《1) (fg) 一 大 
这 是 指 
Cxi， 23-13 3 ya 51419 “的 六 二 
一 用 xl …，xi-1) 8(71，…，ym) xz+1 Xe) ， 


其 中 的 fg 站 分 别 为 mw, zz 十 一 工 元 画 数 ,1 近 ;和 mw 





* 1959 年 11 月 16 日 收 到 。. 
1) 本 文 是 前 篇 [1] 的 续篇 。 本 广 假 定 [1] . 
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(2) Si(f) = 
这 是 指 
g(xliy ， ， ”》 Xi 一 1》 MYz+13 、”"”》 Xe) 一 下 和， 2 O1X1+1》”""“) 55 


其 中 的 fg 分 别 为 mw, 2 一 工 元 男 数 ,1 委 ; 委 zj 一 1， 人 


(3) Ci(f) 一 8 
这 是 指 
BE(CxZ1，…，xa) 一 用 xi ，Xi-1》X1) Xi+19 Xi-1) 和 YXj+1 sa) ; 
其 中 的 了 和 8& 都 是 半 元 男 数 , 1 委 1< 7 委 
(4) Li;(P) 一 8 
这 是 指 
1 zn) 一 fxi， ”Mi1 一 1》M%jiy Xi+1”"”“”? Sa 注 3 


其 中 的 了 和 8 分 别 为 2 和 z*> 一 工 元 男 数 , 1 和 ?jj 委 zi 二 7 
此 外 ,我 们 还 用 到 拟 受 团 存 在 量词 算 子 
(5) 3 了;i(f) 一 8& 
这 是 指 
g(x1，…，Xi-1y ?xi+1 Xe) 一 《9xipy 用 x1，  ，xn) 
= 当 有 y 的 子 字 过 , 使 得 岂 xza，…… ，xa) 一 加 
O1 其 他 情形 ， 
其 中 的 了 和 8 都 是 2 元 男 数 , 》 是 一 变 元 , :入 m。 
现在 我 们 来 给 出 核 画 数 集 的 定义 。 
(1) cp 村 
(2) 兄 对 于 弱 代 入 算 子 ( 邹 $，S，Ci，0) 是 封闭 的 ; 
(3) 喝 对 于 拟 受 团 存在 量词 了; 是 封闭 的 。 
下 面 证 明 两 个 辅助 定理 . 
辅助 定理 1，、 风 是 递归 画 数 集 的 凌 子 集 。 
证 .在 [1] 中 已 证 明 连 接 夯 数 和 画 数 立 都 是 递归 夯 数 ; 故 
coz2z(X， ?， 2) 一 YY 六 yz 
是 递归 画 数 ，[1] 中 又 证 明 算 子 S，S，Ci 必 ， 了 3; 都 是 递归 算 子 、 由 此 , 只 是 递归 画 数 
的 子 集 . 
连接 画 数 显 然 不 是 核 画 数 , 因 为 核 夯 数 仅 取 @ 或 ol 为 值 , 而 连接 画 数 的 值 不 限于 @ 
与 ol。 故 是 递归 画 数 集 的 凌 子 集 。 诈 完 . 
辅助 定理 2， 兄 中 包含 一 种 拟 有 还 辑 词 项 (定义 见证 明 ): 


WA 
人 SS 


并 对 于 拟 受 团 公 称 量 鹿 算 子 : Vi(1) = & 是 封 并 的 . 
证 . G@ 一 (《Bx)。coz(xz，x，x)， 


zx 六 7 一 coz(x，y，O)， 





一 YX 一 x 之 ol 
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XY 人 7? 一 coz(C)， YX》 y) ， 
xYTy 一 一 (~ 人 一 ?7)， 
X 一 ?一 全 YX 下 7， 
《xy fx) 三 一 《ex)y 一 fx*)。 证 完 . 
当 使 用 的 夯 数 中 有 拟 量 蛮 出 现时 ,我 们 对 于 变 元 亦 用 狗 束 变 元 和 自由 变 元 的 瑶 法 ,其 
涵义 和 谓词 演算 中 的 相同 . 





52 式 
本 节 要 把 核 画 数 表 成 一 种 范式 ， 
我 们 采用 S. C. Kleeneg 的 符号 来 表示 一 些 画 数 : 
Ce (xl .yxa) 二 07 P>2 1 2 是 一 溃 字 ; 
U7(xi， .xn) 一 2 订 刀 1 1 之 ; 委 7。 

算 子 ! 
《1) JJ (fg) 三 4 
是 指 

4(Cxi， .……，xs) 一 及 ziy Xe)gCz1  … Xe)， 

郎 由 半 元 画 数 思 8g 经 连 接 而 得 到 ”元 男 数 4 的 算 子 ， 

由 C3y，C3G 三 1 有)，U7 出 发 ， 经 过 有 穷 灵 使 用 算 子 wj 而 得 到 的 画 数 称 为 卉 
列 面 数 ( 不 要 与 作为 一 个 画 数 的 连接 男 数 相 混 )。 例 如 

f(xz，y，z) 一 (CC JI CUi(Gxy，z)，Co(xz yz)) 0 (Cxy，2) 筷 
Ca (xz，y，z))，Ca(x，?，z))，UiCx，y，z)) 
一 yO1 Z02 03Y， 

即 是 一 并 列 夯 数 。 

玻 
〈2) 有 (xi ，xo) 一 xi xza) 六 gx ，Xa)， 
其 中 的 了 和 8 都 是 井 列 夯 数 , 则 称 4 为 一 拟 等 值 画 数 。 例 如 

fxz，y，2z) 一 zyololxz 沈 ozyxXo03， 


g(Cx， yy》 z) 一 zyololx 六 加 ， 


都 是 拟 等 值 夯 数 。 
屋 
8g(Cxi xa) 一 为 人 ao 2 Xea) 人 …。 “人 态 (xl1， 下 
6(xi，……，xe) 一 放 ix 0 


则 称 8 为 力 ， “的 的 拟 合 取 式 ，24 为 轧 ， 7 的 拟 析 取 式 .、 


珊 画 数 是 由 拟 等 值 夯 数 的 拟 析 取 式 ( 拟 合 取 式 ) 所 构成 的 拟 合 取 式 《 拟 析 取 式 )， 则 
称 f 为 一 拟 合 取 等 值 母 式 〈 拟 析 取 等 值 母 式 )。 由 拟 合 取 等 值 母 式 〈 拟 析 取 等 值 母 式 ) 才 


有 劣 次 (可 以 是 雳 女 ) 使 用 算 子 了; 或 w; 而 得 出 的 画 数 称 为 拟 前 东 合 取 核 范式 画 数 拟 前 
束 煌 到 村 范式 而 数 )， 报 前 东 合 到 核 范式 面 数 具 有 以 下 的 形式 


(3) 《0712 (On ys [fa YY 三 ) 人 大 (fa 让.…Y 太 ee)]， 
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其 中 的 《9; yj?。 表示 (68y))。 或 (yj = 1 …，m 

将 字母 表 .sx 中 的 拟 前 东 合 取 核 范式 夯 数 的 集 记 作 员 (或 网 (er))， 我 们 将 证 明 
名 一 8 (由 下 面 定理 1 和 定理 2 的 证 明 容易 看 出 ， 如 果 以 多 或 J (.ex ) 表示 .ex 中 的 
拟 前 束 析 取 核 范式 画 数 的 集 ， 亦 可 以 证 明史 = 员 )。 为 此 ， 我 们 再 定义 一 画 数 集 兄 〈 或 
免 (ax ))。 锡 是 包含 所 有 拟 等 值 画 数 , 并 封闭 于 ~， 和 人，Y， 一 ,了 ;，Vi 的 最 小 画 数 集 . 


-所 请 多 封闭 于 一 ,和 等 ,是 指 


f EC 轴 一 一 一 帮 ER 
六 86E8 吕 一 一 上 人 86E8， 

等 等 . 

辅助 定理 3 cc/6 见 . 

证 .只 须 顺序 地 考察 [1] 中 男 数 ipt，cezd，zr，c1，zor，5xpD， zeEjp1L，7zep2，7ep，L1，7z， 
21，cef，cabl12，cabl， 及 cal 的 定义 , 朗 得 ccl 6 见 . 

辅助 定理 4 coxozp 6 兄 . 

证 .考察 辅助 定理 3 的 证 明 中 所 提 到 的 各 男 数 ， 以 及 [1] 中 的 夯 数 ol1iz， impst，8o， 
coztzjp 的 定义 , 序 得 comzbp《 史 . 

定理 1， 见 = 见 ,. 

证 ，》 C 8 是 显然 的 。 证明 兄 C 见 ， 记 是 要 把 网 中 的 男 数 了 变形 而 表 成 拟 前 束 合 
取 核 范式 画 数 ， 变 形 的 过 程 与 奏 市 演算 中 得 出 前 束 范 式 与 合 取 范 式 的 过 程 是 类 似 的 。 先 
将 中 的 拟 量 词 移 到 前 面 ， 成 为 前 束 蛮 ， 在 移动 狼 重 疝 时 用 到 以 下 的 与 并 换 搞 算 中 的 等 价 
关系 类 似 的 等 式 (4) 一 (11): 


(4) ~ 《91 xi2yy On hy ( 荡 xl12y， 有 全 《CO。 0 
《x)y 当 《Ox)y 一 《ax)y 

Co -1 (8xz)， ”其 他 情形 ; 
《5) 人 《9 XI12y， 《5 2 8 一 《9 X12y， COa XmDy 。 [fj 人 8]， 
《6) 站 《9 X12y， 《2 2 本 《9O1 Xi12y， 人 《On。 [7 尘 g]， 
《7) 一 《9Oixi2m 《On xm)ymB 一 《Oixi)m 《Onxmn)ym[f 一 8]， 
在 (5) 一 (7) 中 , xm .…，xon 不 在 了 中 自由 出 现 ; 
《8) 《21 X12y， 人 《On xjy。 人 8& 一 《9 X12y， “Oo xm0]y。 [fj 人 8]， 
(9) 《ix 《Onxm)y ffYg 一 (oOixi)y 《Onxn)y [fg8]， 
《10) . 《9 X12y， 2 《On 汪 2 放 7 1 一 8 一 《 沁 XIi2y， 人 《0 Xm]y。 [1 一 3]， 
在 (8) 一 (10) 中 ,xz ……，xm 不 在 8 中 自由 出 现 ; 
《1L1) 《9x)y f(xz) 一 《2z)y 帮 z)， 
在 (11) 中 , zx 不 在 帮 z) 中 出 现 ， 然 后 ,根据 以 下 的 关系 (12) 一 (17): 
《12) 六 
《13) ~UY8) 一 ~ 人 一 28， 
14) 一 才 人 8) 一 一 说 一 8， 


15) 心心 了 三 为 
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(16) fr (ge 和 从 = 人 ra 和 (Ci 
(17) (f 人 和 人 8) 站 8 一 (YYp) 人 (eY 有 
可 以 将 已 得 到 的 拟 前 东 范 式 的 母 式 变形 为 拟 合 取 范 式 ; 但 这 时 ,各 合 取 项 中 的 析 取 项 还 未 
必 都 是 拟 等 值 画 数 ,而 可 能 有 


于 3 ， 
的 形式 , 定 在 郧 的 画 数 中 是 不 尤 许 的 ; 但 它 本 以 通过 殿下 两 售 关 条 而 号 志 : 
(18) xz 半 加 =(ey)。[x 立 yotY .YYx 立 yok]， 


xz 于 yy 一 (ez)y[y 送 xz 人 2 六 加 ]Y(《(ez)s [xz 立 yz 大 台 半 癌 ] 
Y 《8xi， z)* 《yi)y {x 立 zolxl 大 [站 妾 2ozglY TY 送 zok 节 ] ) 
(19) “Yizxz 立 zxozx 人 [yy 立 zolWYTy 立 zol YY 一 2ok9] 


和 





Yix 关 szokt 拉 人 [yy 关 zoltyiYT YY 关 zok-1yi]) 
至 此 定理 1 证 完 . 

定理 2， 员 = 办。 

拓 . (1) 只 C 兄 . 

由 定理 1, 这 只 须 旋 兄 C 见 ， 分 以 下 六 种 情形 : 

(#1.1) comz(xz，y，2z) 一 xyz6E 见 ， 

(*1.2) 珊 fgE8, 并 《8; 双 届 呈 (fg) 三 1 划 

万 (xi ，Xi-1) 1 ma 2it19 Xe) 一 齐 
一 蕊 xi xi-1) gw) Mt Xe) 一 
一 [g(y1 …，3ym) 人 大 za xi-l9 加 ，xi+l) Xe)] 二 - 
Y [一 8 3 和 人 帮 xz -1 01 堆 Ht xze)] <E 史 . 
(*1.3) 屋 1E 史 并 《Ji 双 屋 if 三 8 , 则 
g(Cxi Xi-1， Xi+19、 xna) 一 用 xz， ，35-1，0j， xi+1 3 ze) CE 8 

【《*1.4) 一 (*1.6) “处 理由 员 中 国 数 卫 沟 算 子 cl 了 ; 而 得 画 数 8 的 情 涉 在 这 些 
情形 , 当 帮 6E 多 时 ,显然 有 gER 

由 (1.1) 一 ( 1.6), 可知 员 CC 见 一 见 。 

(2) 兄 CC 史 

因 在 构造 出 员 时 仅 用 到 拟 等 值 画 数 及 人， , 了 ;， 妈 ;， 而 据 辅 助 定理 2， 匈 中 包含 
和 人 和 ~, 井 且 见 对 于 了 和 V; 是 封闭 的 , 故 在 证 (*2) 时 9 只 须 证 明 拟 等 值 画 数 都 是 核 夯 
数 朗 够 . 

玻 


AKCxi“，…，xa) 一 下 2 oo) 六 芭 (2 oo) 
是 拟 等 值 夯 数 , 则 

帮 xi 了 声 ) 二 名 或 一 

g(Cxi xza) 一 加 或 g(xz xza) 一 2 
其 中 的 aa，…. ，a 0 2 或 者 是 好 (一 芋 ?2) 或 者 是 oj 人 三 1 二 六 分 
三 种 情形 证 明 468. 
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《2.1) 轧 8 都 是 @， 则 

&(xzl xp) 一 cot OO)ER. 
《2.2) 为 8 中 有 一 是 口 ， 另 一 不 是 @, 例如 f = @O,g 尖 加, 则 . 

&(xzi xn) 一 加 六 太 0 

一 让 之 人 人 人-……… 人 站 忌 人 
三 coz( 人 (四 @， 人 加) 人 人 人 cos 人 (5 人)6E 风 
《2.3) 太 g 都 不 是 加 ， 则 
太 (x1， 二) 一 0 db 六 有 
这 要 双重 地 施 归 生 于 > 和 :* 来 证 明 帮 6《8. 

先 施 归纳 于 ~。 第 一 步 基 始 , * = 1: 让 


(20) SS 
证 (20) 时 双 施 归 生 于 *. 当 ， 5 一 工时 ;有 
(21) al 冯 .2 一 coz(al， 2 (@)E 史 . 
裔 
aa 之 加 DIE 办， 
则 由 之 有 
(22) ii 闷 页 px 一 《yo [y 立 和 玉 人 coz(aiy yart+i)]E 史 ; 
0 
施 归 和 炳 于 * 的 第 二 步 : 珊 
ai 六 有 68 史 ， 
则 由 之 可 得 
li dr0mi 妆 2 一 《yy xp [2 六 yz 人 at 六 和 人 人 64r 立 有 0-17] 
(23) z75_ [61 送 yz 人 ar 妆 z2 人 Gar 六 有 7y] 


Y《ey，z)i [2 送 yz 和信 art 之 zB2 2 人 aar 六 ?7]《8 员 ; 
由 (20) 与 (23) 序 有 (2.3)。 
由 (*2.1) 一 (*2.3) ,可 知 员 CC 8 员 ; 定理 2 证 完 . 
$ 3。 一 种 通用 算法 与 通用 计算 机 的 构造 
泪 [1] 申 胡 世 华 使 用 jer(s) 这 样 二 个 夯 数 : 当 * 有 


(1) x 一 zx 口 y 口 
形式 ,而 y 中 不 再 有 器 出 现时 , 则 有 
(2) 1as(x) 一 yj; 


否则 1ar(xJ 无 定义 ， 故 1er 是 一 偏 夯 数 . 
由 [ 革 中 定理 1 的 证 明 及 本 文 辅 助 定理 3, 定理 1， 定 还 2， 以 下 的 定理 3 显然 是 成 立 
的 . 
” 定 捍 3. ”对 于 任何 字母 表 .ex , 存在 着 .ex 的 扩大 字母 表 .ol (er 包含 不 在 .oz 中 
， 的 字母 口 ) 中 的 三 元 的 核 夯 数 轧 使 得 任何 .ex 中 的 正规 算法 % 都 能 表 成 
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20(x) 全 1as((sy? 了 (7，x，a))， 

其 中 的 4 是 一 仅 依 顿 于 的 .ex 中 的 字 . 

据 A. A. MapKoBm , 不 难 证 明 以 下 的 结果 (3) 一 (8): 

可 找到 正规 算法 %, 使 
(3 ) QICxs y 革 2) 全 cop(zyY，y，2)， 
在 x, y，z 中 没有 *# 出 现 . 

设 %0,，905 是 正规 算法 , 则 可 找到 正规 算法 允 : 

贡 一 Si(20， 9D) 


使 
种 (xl 事 ，， 琅 拓 -1 事 y1 事 ，， 事 消 jn 求 Xi+l 事 。 于 No) 们 
(4) 
福 90(Cxl 事 …， 玉 Xi-1 当 9D(y1 半 、。 冰 ymr) 可 Xi+1T 事 来 Ma) 


在 x1， ”” ”9》 Xi-1) Xi+1) ”MHz 1 “on 中 没有 * 出 现 . 
慨 % 是 正规 算法 , 则 可 以 找到 正规 算法 ,和 :, %:， 9 , 使 以 下 的 (5) 一 (8) 成 立 : 


(5) 和 (xl 可。 事 Xi_1 事 Xi+1 事 。。 事 Mao) 全 QI 凡 率 Xi-1 事 OF 宁 203+I 率 中 3 ， 
其 中 本 不 在 XI "" "9 Ji 一 1 XiT19 ”9 万 轩 中 出 现 ; 
(6) 和 (xi 村 束 MNop) 位 QI(X1 事 ， 事 Mi-1 事 Xi 事 Xi41 事 " 事 尼 j1 事 和 ti 来 和 和 1 事 。。。 束 Xp 


其 中 * 不 在 xi …，xn 中 出 现 ; 
(7 ) 和 3;(x1 于 1 事 M1H1 事 人 (X1 束 1 
其 中 * 不 在 xi xi-1 xi41 Mo 中 出 现 ; 

G@ 当 有 x; 的 子 字 y, 使 


《8 ) 9 (xl 本 "于 Xa) 全 QICxi 本 于 Xi 可 了 吕 Xi+1 事 Ma) 一 人 
O1 其 他 情形 ， 
其 中 * 不 在 xi .…，xs 中 出 现 。 我们 可 以 写 : 
必 : 一 Sii(2) ， 
区; 一 Cii(30U， 
贡 : 一 Sii 作 3U)。 
由 (3) 一 (8) 可 知 核 画 数 都 有 正规 算法 , 故 有 正规 算法 愉 ， 使 
(9) 和 (xx 本 y 本 zz) 一 calxz，y，z)， 
在 x,，y， z 中 没有 * 出 现 。 对 于 男 数 1as, 亦 可 以 找到 正规 算法 和;, 使 
(10) 贡 ;,(x) 一 1cs(X)。 


此 外 , 由 于 任何 正规 算法 % 与 递归 算 子 (ex》,， 亦 可 以 找到 正规 算法 %， 使 得 当 存 在 
满足 SLKzsxsy) 一 辐 的 xz 时 ， 
(11) le(x sy) 全 满足 M(zsxsy) 一 加 的 sz; 
如 果 不 存在 满足 9((z*x*#y) 一 斩 的 zx, 则 9%k (xsy) 无 意义 。 我 们 可 以 写 
Le(x 7y) 一 《ez)》 3[(z 宝 z 可 了)。 
据 定 理 3 及 (9) 一 (11) ,任何 .ez 中 的 正规 算法 % 可 以 表 成 
3L(x) 一 有 ((ey) (7 xx 本 GD))。 
如 果 合 轨 ' 是 这 样 一 个 正规 算法 : 
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第 (xz 可 zz) 一 95((ey》 (7 xz#z))， 
则 和 显然 是 一 种 通用 算法 , 它 是 一 .ex 的 扩大 字母 表 中 的 正规 算法 ， 使 得 任何 .ex 中 的 
正规 算法 % 可 表 成 
Q[(x) 全 gxsa)， 
其 中 4 二 机 计策 汪 %[ 的 常 字 . 外 的 构造 是 比较 简单 的 . 
下 面 我 们 构造 一 种 通用 计算 机 。 在 [1] 中 证 明了 :任何 图 林 机 器 T, 有 递归 夯 数 esr， 


使 
《12 ) rEsT (X) 一 1ar ((sy)》comap (?，x,T,S，O))， 
其 中 
SS 一 有 
O 三 ggn) 
而 %,，……，s 是 了 的 机 器 符号 , gt …，qgs 是 IT 的 内 部 状态 , ar，comb 是 在 字母 表 
《13) (二 gg 天, 工 , 口 ) 


中 的 画 数 ， 我 们 可 以 将 (13) 稍 作 改 变 , 取 不 在 其 中 的 字母 ,如 | 与 4, 从 而 将 9 记 作 
9|… | 》 
“ 症 
则 (3) 可 改 为 字母 胡 
(8S) 一 (oo sag |，R, 工 , 口 ); 

从 而 可 以 将 [1] 中 的 夯 数 ca1iz，ipst，go，comtp 改 为 .ez (S) 中 的 函数 ， 由 之 可 得 

定理 4 欠 定 字母 表 .or (S), 其 中 

S 一 9 sonz20 一 0 7 力 ) 是 机 器 符号 ， 存 在 一 .or (CS) 中 的 三 元 核 画 数 轧 
使 得 : 任何 以 %，.…， sn 为 机 器 符号 的 图 林 机 器 T, 有 
(14) reEsr(x) 一 1ar ((sy) (7y，xy zt))， 
其 中 上 是 一 仅 依 末 于 了 的 .er (S) 中 的 字 . 

证 . 由 [1] 中 定理 2 及 本 女 辅 助 定理 4、 定理 1、 定 理 2,， 序 得 本 定理 ;(4) 中 的 男 数 
可 由 comp 经 代入 而 得 : 

f(y，xj zx) 一 comap (yx zz， S，d|). 
合 
Jo (S) 一 .or(CS) 一 人 s). 
则 可 以 构造 与 climz，izst，go，comtp 相应 的 画 数 cjiz#，impst#，go*s，comtp*; 这 些 男 数 都 是 
字母 表 Je”(S) 中 的 核 画 数 , 它 们 与 不 带 * 号 的 相应 各 画 数 的 不 同 之 处 在 于 写 们 都 是 一 元 
画 数 ， 工 且 是 在 .er*(S) 中 有 定义 的 .但 如 果 x，y，x, zj 好 都 只 取 .or (S) 中 的 字 为 值 
时 , 则 有 
al1z (xy，y) 一 alips (YY 本 y)， 
258 (YXY 2 2) 一 115 拉 (x 本 2 本 2) 


8O (3 2 11 2) 一 go 本 (X 可 本 世 束 下 衬 到 0)， 


CO12 力 (X ，7 2 11 202) 一 Coz1ztb 本 (六 训 可 习 本 了 二 Ht2)。 


由 此 可 以 将 定理 4 写成 以 下 的 形式 
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定理 4. 欠 定 字母 胡 .ex (S) ,其 中 
S 一 9 road 一 0,… 1) 汶 机 器 符号 ， 

-存在 一 .or ”(S) 中 的 一 元 核 夯 数 1, 使 得 :对 任何 以 mw … :sw 为 机 器 符号 的 图 林 机 器 T, 有 
《15) resr(x) 一 1ar(《ey》 丰 (y 中间 划 )， 
-其 中 的 上 是 一 仅 依 顿 于 了 的 .ex(S) 中 的 字 ， 

全 

g(X 可 2) 一 1az((《6y》 用 7 中 芝 半 %) )， 

出 | 由 (15) ,可 得 
和 16) reEsT(x) 一 gx z)。 

设 忆 是 计算 8 的 图 林 机 器 , 则 由 (16) 得 

zesr(x) 一 yesu (X 再 z) ， 

其 中 的 上 是 一 个 仅 依 于 7 的 常 字 。 这 遂 明 局 是 一 通用 计算 机 ， 而 了 的 构造 亦 是 较为 简 
单 的 . 
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递归 国教 的 范式 


适 归 算法 论 II 
胡 世 漳 
(中 国 科学 院 数学 研究 所 ) 
4 1 5| 三 
自然 数 的 递归 画 数 可 以 表 成 范式 。 S. C. KleeneD 证 明 自然 数 的 递归 画 数 可 表 成 范 
( 开 ) 7xiy yxeh) 由 Upzy[T。 (mxi) xnayy) 0]， 


其 中 的 避 与 T。 都 是 独立 于 三 的 原始 递归 男 数 , 姑 是 一 仅 依 顿 于 三 的 常数 。 总 和 了 ,又 可 
以 只 是 初等 画 数 (内 [4]). 
A. GrzegorczykD] 将 递归 画 数 表 成 范式 
〈G) 帮 (xl xzo) 一 瑟 1y[g(xi xzoo7) 一 0]， 
其 中 的 瑟 是 独立 于 的 5" 中 的 夯 数 , 8 亦 是 好 " 中 的 男 数 ，c@" 是 比 初 等 男 数 集 还 要 狭小 
得 多 的 画 数 集 .。 
莫 胡 返回 证 明 (G) 中 的 画 数 可 以 限于 2 2 是 cg" 的 子 集 (可 能 是 惧 子 集 ); 和 人工 且 可 将 
递归 夯 数 表 成 
21 Xe) 一 41y[ 忆 (xi xy) 一 0] 
其 中 的 4 与 也 都 是 独立 于 的 2 中 的 画 数 , 思 是 一 仅 依 顿 于 j 的 常数 . 
胡 世 华 与 陆 鱼 万 中 将 递归 夯 数 表 成 与 (K),(G) 等 价 的 另 一 种 型 式 的 范式 
CN) 帮 xi xn) 一 IOx{(3y)[g(myxyxi xy) 一 0]}， 
其 中 的 8 是 独立 于 了 的 .ex 中 的 夯 数 ， 姓 是 一 仅 依 顾 于 j 的 常数 ，.ez 则 是 2 的 极 狭小 
的 趴 子 集 。[7] 中 卉 将 递归 夯 数 表 为 
太 xzli xza) 一 瑟 1y[g(mxli xy) 一 0]， 
其 中 的 瑟 即 是 (G) 中 的 BE,g 则 是 独立 于 了 的 .ex 中 的 男 数 , 思 是 一 仅 依 硕 于 1 的 常数 ， 
自然 数 的 递归 画 数 的 范式 问题 的 研究 ,使 其 中 所 用 的 夯 数 限 于 更 为 狭小 的 夯 数 集 , 这 
就 意味 着 可 将 递归 夯 数 的 计算 归 辕 为 更 简单 更 少 的 本 数 的 计算 。 自然 数 递归 夯 数 的 范式 
从 [5] 起 有 了 很 大 的 改进 。[7] 中 指出 范式 的 方 括号 中 的 夯 数 可 以 限于 只 取 10 或 1 为 值 的 


， 画 数 。 范 式 的 进一步 改进 ,是 存在 着 相当 大 的 可 能 性 的 . 


本 廊 要 将 字母 表 
Lo 一 人 ol ok)} 





* 1959 年 11 月 16 日 收 到 . 
1) 本 文 是 前 两 篇 [1] ,[2] 的 续篇 。 本 康 假定 [1] ,[2]. 
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中 的 递归 画 数 ( 见 [1]) 表 成 范式 ,并 指出 范式 中 的 男 数 可 限于 极为 狭小 的 核 画 数 ( 昂 [2])， 
使 核 夯 数 集 进一步 变 得 更 钦 , 似 乎 是 比较 不 容易 的 。 本 文 还 输出 了 .ex 中 递归 画 数 的 归 
秽 定 义 . 


本 文中 以 .ex 表示 上 述 的 字母 表 , 不 与 [7] 中 的 夯 数 集 .ex 相 混 , 本 文中 不 再 用 到 [7] 
让 的 夯 数 集 .oz . 


$2.、 范 式 :定理 


下 面 我 们 要 用 到 递归 算 子 《ex>. 〈 见 [1]) 
定理 1 (范式 定理 ). 对 于 给 定 的 字母 玫 .过 , 自然 数 >， 存在 着 .ex 的 扩大 字母 帮 
ol 及 夯 数 g, po 1， 使 得 :任何 .ez 中 的 二 元 递归 夯 数 了 都 可 以 玫 成 
fx xn) 一 《cx)KBx)g(x zx 22yGE) (1) 
一 cutG3x)[g(x)zxi xna) 一 癌 ]} 


帮 (xi )xa) 一 页 CexDAa(Cz xi XeayG)) 《2) 
一 4(ex[hn(xzxl zxa0) 一 加 ])， 
其 中 的 4 是 一 仅 依 顿 于 的 .er 中 的 常 字 ，8 是 一 只 (ol 中 的 a 十 3 元 男 数 ，j 是 一 
咒 (.ex1) 中 的 z 十 2 元 夯 数 ,4 是 满足 
ph(x) 一 《sx)gl(zxz)， gIE 史 (ori) (3) 
与 
Ah(z) 是 zx 的 子 字 (4) 


药 一 元 画 数 ( 史 (.ox) 即 .ai 中 的 核 本 数 集 思 ). 
证 . 慨 所 给 的 字母 表 为 
.Log 一 (ol …… ok}， 
合 所 要 求 的 扩大 字母 表 为 
-ol 一 orUfoft| 9 三) 口 , 口 . 


当 定 义 递归 算法 时 , 要 用 到 新 的 字母 , 由 之 定义 出 项 与 等 式 。 我 售 朗 用 .er 中 的 字 
母 来 构成 项 与 等 式 .， 食 


aa1， cx||:,…， 
表示 变 元 字母 。 双全 
ffl1yE||，… 


表示 男 数字 母 。 在 其 余 的 字母 中 , 口 是 用 来 构成 字 的 有 穷 序列 的 ， 口 ;, 是 用 来 构成 另 一 
种 有 穷 序 烈 的, 下面 再 加 以 谣 明 ， 

定理 中 的 a 可 看 成 就 是 定义 的 递归 算法 。 我 们 将 递归 算法 中 的 等 式 用 字母 口 加 
以 隔 开 而 写成 一 个 序 烈 。 如 果 以 e 表示 这 个 序列 , 则 s 在 这 里 成 为 .or 中 的 一 个 字 . 

在 下 面 的 证 明 中 要 用 到 在 [2] 中 已 经 证 明了 的 以 下 的 辐 果 : 员 (.ox;) 中 包含 画 数 立 ， 
一 ,和 ,一 ; 郧 (exi) 对 于 算 子 w; 是 封闭 的 ; 拟 等 值 画 数 都 属于 员 (.ex). 

我 们 引进 以 下 的 一 系 烈 画 数 (5) 一 (20), 从 这 些 夯 数 的 定义 容易 看 出 它们 乔 是 
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gex1) 中 的 夯 数 ;通过 这 些 夯 数 朗 可 证明 本 定理 . 


@ 当 * 是 .o- 中 的 字母 ， 
5) ZL 一 
xD -Lo 基地 展开 
Cl1(x) 一 # 半 加 人 《人 xixa)s[x 六 2 一 和 立国 站 和 六 加 | 
CO 当 x 是 ?》 的 左 端 ， 
6 z284(XY 7 ) 一 
的 7 Le 其 他 情形 ; 
ipt(xYy) 一 《9xi)y[y 六 xxl]， 
(CO 当 x* 在 ?》 中 出 现 ， 
7 172(XY， 一 
7 人 1 L 其 他 情形 ; 
272(XYy) 《exiyxaz)y[y XX2]; 
@ 当 x 的 字母 都 在 ? 中 出 现 ， 
8 JAY 7 1) 一 
中 er 一 1 其他 情形 
Wor(XYy ) 一 《2z)z[al(z) 一 z2(zy)]; 
GO) 当 尼 是 一 变 元 字母 ， 
9 一 
人 L 其 他 情形 ; / 
zar(x) 一 《9y)z[x 六 wy 人 zor(y)1)]; 
@ 当 x 是 一 夯 数 字母 ， 
10 z4 一 
本 其 他 情形 ; 
fxxz(x) 一 《6y):[x 三 fy 人 zwor(y)1)]。 
以 下 我 们 邹 以 4 表示 字 
ol "OKk。 
9) 当 x 是 一 简单 常 项 , 郎 zx 有 fxi 光 。*。 9 xo7， 朗 
(11) f.… | 《xz xn 形式 ,而 入 全 一 1 7) 中 的 
字母 是 .oz 中 的 元 ， 
O1 其 他 情形 ; 
sc(Cx) 一 《yz)x[x 六 yz 人 jzz(y) 人 zor(Cz 49)]. 
| 当 x* 是 一 个 由 字母 口 : 隔 成 的 有 穷 序 烈 ， 
它 由 ?7 开始 , 逐步 将 其 中 的 变 元 字母 zx 的 
一 个 出 现代 之 以 .ex 中 的 字 ， 一 直到 在 
其 中 不 再 有 zx 出 现 为 止 . (例如 
(12) 5S1B5eG(X% 7 21，22) 一 XY 一 [jiy 癌 ]:. 癌 ]x; 口 ixzL 二 “xy 


其 中 Mi 二 I 是 由 字 将 请 中 变 元 字母 21 的 一 
个 出 现代 之 以 字 z2 而 得 ,而 x* 中 不 再 有 xn 
出 现 )， 

oil 其 他 情形 ; 
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Stp5eg (YY 21322) 一 一 2( 口 ,x) 人 oar(st) 人 rzor(zzy4) 
和 人 《ex =[x 立 Diy 吕 xi] 
人 《xl xzayy1)322x(Qzl za2yz3y2z47z 
[x 兰 xDyDiyDixD 和 一 各 (DiyD 入 一 加 ( 口 y2) 
一 科 尝 22124 人 一 2 上 1 24) 人 加 六 罗 2 史 ] 


人 《exixz)xz[x 立 2iDxD 人 ~ zi2([L]ixz) 人 一 态 (zlxz)]。 


加 当 * 是 由 (大 前 提 ) 与 (小 前 提 ) 经 替换 而 得 ; 
郎 * 是 由 不 包含 变 元 字母 的 等 式 y, 将 在 ? 中 等 
号 右边 出 现 的 一 个 有 和 (ca 9 as》 形式 的 部 
分 替 之 以 < 而 得 ,而 zx 朗 是 等 式 f(ci9 .9a) 
三 ac, 其 中 的 ci ……… 92 都 是 .ex 中 的 字 ， 
ol 其 他 情形 ; 
freb(xz yz) 一 《@xi xzyx3yx4yx57yKOxe)s 

[一 加 (ay) 人 y 六 (xl 一 x2x3《x4)X5) 
人 2 立 (xi 一 jxz6x5) 人 冯 (xs《xz4) 二 x6) 
人 faz(x3) 人 zioz(24 好 5 ) 人 zpor(xXiy 好 )]。 


在 以 下 的 (14) 一 (17) 中 , 仿 c,4 表示 字母 . 


@ 当 ? 是 由 *< 隔 开 而 成 的 ,而 x 是 ?的 首 项 ， 
ol ， 其 他 情形 ; 
Zege(xy) 一 《exi)y[y 六 cxcx 人 一 zz2(cxY)]; 
肝 @) 当 ? 是 由 <“ 隔 开 而 成 的 ;而 x 是》 的 末 项 ， 
《15 ) 1asc(x,y) 一 外 其 他 情形 ; 
1asc(xy) 一 《exty[y 祥 XicXCc 人 一 zo(cx)]。 
@ 当 x 的 以 < 隔 开 的 末 项 序 是 ? 的 以 & 隔 开 的 首 项 ， 
Z CC 】 
人 pas L。 其 他 情形 ; 
1pes(x,y) 一 《Bez)*[1asc(z;x) 人 ega(zy)]; 
和 @e 当 z* 是 以 < 隔 开 的 ?中 的 一 个 项 ， 
(17 ) ic(X,y) 一 押 其 他 情形 ; 
tizc(xzy) 一 《xi)xz)y[y 之 xicxcxa 人 人 一 加 (cyx)]; 
-1@O 当 * 是 (递归 算法 ) z 的 一 个 计算 ， 2 
sa Eee 攻 其 他 情形 ; 


四 


(13 ) rebp(x yx) 一 1 





《14) pegc(xz,y) 一 | 


coma(xz) 一 《exi)x[x 立 [xiD]] 
人 《xl)xayxs)z[xz 立 xiL]xza[L]xs 人 一 到 ( 口 ;2) 
一 DCxa 区 ) 
站 《9y>。(《8ezi2y《Osa)r [srBseg(xazyyyzly22) 
和 人 zzD(Cy;x[]) 人 2oo(xa, 口 xs)] 
Y 《〈6y ,xia[reb(xzayy52) 和 人 zzD(yy2 口 ) 和 人 zzDCxyxDD)]|. 








汝 及 





起 
jh 


本 一 


间 本 
光 | 
了 本 
CE 
请 
了 了 
上 
关 


Tc 


一 -一 一 一 -一 一 全 一 一 一 = 一 
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加 当 * 是 (递归 算法 ) z 的 一 个 计算 ， 
计算 的 末 项 是 一 有 形式 
fxi9 .9xo》 一 zx 
的 等 式 , 其 中 的 zx …，xox 都 是 
-eg 中 的 字 ， 
ol 其 他 情形 ; 
Co1tztjtia( 世 ,zt XI Nai) 一 COz2(XY， 2) 
人 《9y:(@ziyztyza)z[1aso(Cyx) 人 》 六 (xikxli9 .9 xn 一 xz) 
从 zjorfz 好 ) 人 "asb(ziyz) 人 zi 六 zeltez 
人 王 .zi8(1z) 人 -jmail)]。 
以 上 的 定义 (5) 一 (19) 中 用 到 的 一 些 夯 数 , 象 (11) 中 的 mor(z,49)，(18) 中 的 zzo 
(Gy,xiL])，Zpo(Cxz 记 xs3) 等 ,可 以 通过 下 面 的 改写 而 看 出 旋 们 是 只 (ex 中 的 本 数 : 
toz(z,49) 一 《zx)s[alxz) 一 2 之 ovxYyYokgYxy 六 9]， 
iizD(73xID) 一 《Bx4)z[x4 之 2 让] 人 zipD(yyx4)] 
12D DCx2z? 癌 ]x3) 一 《6@xi):[x4 立 [jxs 人 16DDGCx2zyx4) ]. 
现在 假 届 % 是 定义 本 定理 中 的 壮 元 男 数 的 递归 算法 : 
4[ 一 已 1 五。 


4 一 上 器 BiL]. 口 ] 瑟 , 口 ]， 
其 中 的 Bii 三 1 7) 由 .ez 中 字母 构成 , 则 4 即 是 一 仅 依 天 于 j 的 .el 中 的 字 , 且 有 
帮 (xi ,xm) 《ez》《6x)comzbrn(x zx1， 2 xny0)， 


其 中 的 comprx， 由 (19) 可 以 知道 ,是 一 个 只 (oz 中 的 > 十 3 元 男 数 . 由 此 证 明了 本 定理 
中 的 (1). 


《19) Coz1zjptln(X3U63X1 网》 二 





5 


为 了 证明 (2) ,全 
(20) Coz2ja(X ,Xi Yao) 一 《9rx)。comapprio(XY xyXNi 2Xa2)， 
《21) restz(x) 一 《sx)《eyyli)z[1arD(y,xz) 人 》 立 力 一 zx]， 
则 有 


(xi yxa) 一 7Est1((6X)coz2ta(XY，X1 xnayG) )， 
其 中 的 coms， 由 (20) 可 以 知道 ,是 一 个 只 (ezji)j 中 的 = 十 2 元 男 数 ,其 中 的 resrrx1, 由 (21) 
可 以 知道 ,是 由 员 (.ex:) 中 的 画 数 
g(z3X) 一 《6y,yi)z[1axn(yyxz) 人 ?> 立 % 一 2] 
经 算 子 《sx 而 得 到 的 , 才 且 显 然 琪 足 
zz(resul(z),x) 一 @， 
因此 (2) 成 立 。 至 此 定理 1 证 完 ， 
在 扩大 字母 表 .er 中 ,使 用 了 .ex 以 外 的 九 个 字母 ,这 是 为 了 方便 。 沽 少 一 些 字 母 是 
完全 可 以 的 。 例如 ,通过 以 下 的 定义 邹 可 以 省 去 口 和 口 ],: 
D 王 df(f> ， 
口 , = offt》， 
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将 .ez 中 的 字母 再 加 以 简 省 ,以 至 于 简 省 到 七 序 是 .ex 而 不 再 扩大 ， 也 都 是 可 以 实现 的 ; 
例如 通过 类 似 于 Gaidel 配 数 的 方法 可 以 把 ,ex 中 的 字 对 应 为 .ex 中 的 字 .。 这 样 做 可 能 
是 不 简单 的 ,但 并 无 原则 上 的 困难 . 


3. 沂 归 画 数 的 归 煌 定义 

给 定 字母 表 .ex 及 一 递归 算 子 《sex》. 

届 9%e(.oex),; 或 在 不 引起 玩 会 时 就 简写 为 %e, 为 以 con 为 开始 男 数 , 以 能 代入 《6x),、 
《ex》 为 算 子 而 归纳 定义 出 的 画 数 集 ， 其 中 的 元 是 定义 在 .ex 的 字 集 中 的 男 数 。 Se(.ex ) 
亦 就 是 包含 员 (.ex ) 中 的 画 数 , 划 封闭 于 算 子 《ex》 的 最 小 夯 数 集 . 

定理 2 任何 字母 表 .ax , :ex 中 的 递归 夯 数 集 序 为 只 (ex ). 

证 . 由 定理 1， .sx 中 的 递归 夯 数 j 可 表 为 
(1) fxiy 3)xa) 一 大 (人 sxDpo(xz xi1 xnyGC) 7) 

我 们 分 其 中 的 《sx 即 是 定义 9ie(.oez ) 时 所 用 到 的 算 子 《sx》， 

on 是 郧 (ex1) 中 的 本 数 ,4 亦 是 由 员 (.oi) 中 的 夯 数 经 《sx》 而 得 的 ，.axt 郎 定理 1 
中 所 井 的 .ex 的 扩大 字母 表 。 但 前 面 说 过 , .ex 是 可 以 替换 成 .ex 本 身 的 。 这 样 朗 有 
ApE 员 (or )， 从 而 加 ES9%ie(o)， 井 且 《sx 加 ESie(a )。 双 因 天 是 可 由 (.ez ) 中 本 数 
经 (ex》 而 得 , 故 46E9ie(.ex )。 因 此 最 后 得 

fxli) 3)xa) 一 有 (CsxDpn(xz XI xzoyC)) ES oz)。 
反 过 来 , 9ie(.exz ) 中 的 画 数 显然 都 是 .ex 中 的 递归 画 数 ; 因此 定理 2 得 证 . 
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稳定 性 理论 中 第 一 临界 情形 的 微分 方程 
与 微分 差分 方程 的 等 价 性 问题 。 


斑 3 对 


《中 国 科学 院 数 学 研究 所 ) 


$ 1. 问题 与 方法 在 [1] 中 提出 了 等 价 性 问题 ， 才 对 于 一 般 ”的 情形 作 了 系 煽 的 研 
究 。 本 妇 是 处 理 在 第 一 临界 情形 下 的 微分 方程 与 微分 差分 方程 的 等 价 性 问题 . 


问题 是 研究 微分 方程 组 


全 产 X(Cxi(t) xza(t)xz(t)) 十 了 (xi(z)， xn(r)yx(i)， 


dx 2 > (pro 十 dra)xo(t) 十 (zz 中 Gy)x (z) 十 XiCxziGt) xs(t)5x(t)) 十 17 


Ct cc=1 
十 Y:(xt(Ct) ,xs(t)x(t)) (5 一 1 2 310 


与 微分 差分 方程 组 


< 笃 一 XCxiCt) xs(t)x(t) ) 十 
十 YGxiGt 一 6(t))， xn 一 6())xGt 一 5(C)))， 
dx -- >， zcxo(zt) 十 ZI qiroxu(t 和 (zt) ) 二 P:X (Ci) 党 Grxz(Ct 一 6(t) ) 十 


Ct GE 一 1 3 二 1 


十 Xi(Cxi(t)， xna(t)，x(t)) 十 了 (xz 一 6(C))，…， 
Xa(t 6(Cz) )x(t 有 (Cr) )) (5 一 1 2，…… )72 ) 


》 (2 多 





之 间 在 稳定 性 中 的 等 价 性 这 里 zo, qg,o, br， 4, 均 为 已 给 常数 , 64) 或 为 非 负 的 实 常 数 ， 
或 为 非 鱼 的 实 连 先 夯 数 . 为 了 解决 上 述 的 问题 ,首先 我 们 考虑 思 一 0,9g, 一 0(* 一 1;2， 下 )72》 


的 情形 , 即 研 究 微 分 方程 组 : 
至 一 XCxi(i) 家 ,xXa(z) yx (zi) ) Y(Cxi(t) 机 xne(t) )X(t) )， (1) 


5 兴 ， (bs 家 grc)xe (ti) 十 Xi(xi(H) 和 )Xa 人 zt) )X (z) 车 


过 Y,(xi(t) xn(t) yx(t) )， 4 一 1);2，……)7) 
与 微分 差分 方程 组 





”1959 年 12 月 11 日 收 到 . 


(1 











1 期 王 联 : 稳定 性 理论 中 第 一 临界 情形 的 微分 方程 与 微分 差分 方程 的 等 价 性 问题 105 





竺 一 = XCxi(t) xs 人 (nyx() 十 
十 YCxzi(t aa 6(i) 3 3Xa( G(r) )x(t aa 6(r) 3 轴 


【《〈2) 


全 三 poxz(z) 十 s Gyroxc( < 6(r)) 十 X:(xzi(t) .xza(z) ,yx (ti) ) 十 


十 Y:(xzi(t 一 6())， xn 人 t 一 6())xz0t 一 5())) (一 1 2 2) 








的 等 价 性 . 
满足 条 件 (1)。 |po 十 do 一 5op| 一 0(a = 王 1),2，… 2) 的 所 有 根 2 有 
Re(p;) <0 (4 一 1 2 .27); 
(2) X(xi……，。 ?Xe Y(xil， 芝 本 ， Xeg 才 上 X (xz15 Xeg3%) 3 
了 .xi xxX) 
是 变量 xx …;，xs*)x 确定 在 坐标 原点 邻 域内 的 解析 夯 数 , 且 展 式 的 首 项 亦 数 不 低 于 2; 
(3) XQO(0,.… 0,x) 一 5 十 gm+lxmtl 十 .。 pg 天 0， 力 之 2， 
Y(@)(0,.… .0;x) 一 1xm 十 1nixXmtl 十 .…， 1 天 0， 和 2 疡 2， 
X(0，…。 w 一 交 十 gretDxnit+ 十 有 大 0， 
Y@(0 .0x) 一 1xmi 十 ImatDxnmzt 十 … 1 寺 0; 
(4) zz 之 1。 
本 文 所 用 的 方法 就 是 在 [1] 中 所 指出 的 第 二 种 方法 . 
$ 2. 稳定 性 的 等 价 性 定理 
定理 1. 谢 是 奇数 , g 十 ! < 0, 则 存在 一 正 数 人 = A(X，Y， tiay go Xi Y)>0y 。 
使 当 5 满足 不 等 式 0 和 5 过 和 A, 则 (2)' 寺 解 为 渐 近 稳定 . 
证 当 4 = 0 时 ,，z 是 奇数 , gs 十 ! < 0， 则 (1) 之 雪 解 为 渐 近 稳定 ， 因 此 存在 负 定 
烈 雅 普 诺 夫 夯 数 


(xi 7 )Xa3X) 人 二 (8 汪 1Dx” 中 了 (xi 区 Xe 十 和 Oa(xl)， 迷 Xe) 2 


十 xmOw(xi) 205 
这 里 卫 (xiy， “32 是 负 定 的 二 次 型 且 满 是 方程 


二 并 








十 dr)xi 十 “2 直 《0 中 don)xza] 国人 症 ， 0 


7 二 1 
Oi(xl xn) 下 之 Li1Xi ( 和 2 ………3 72)， 4ii 都 是 实 常量 . 


沁 Wi 











ZV 8 dx ar 
dt GOx dt =1 Ox， 


= [(! + g)z 十 2x9; 十 …: 十 mxnmr10u] 全 + 福 区 2a 二 二 


re1 LO， OOx， 





十 zx "| 此 人 一 [( 十 g)x 十 2x0: 十 … 十 mx Own] X 


Ox， 
X [XCxi(i) xn(i)x(i)) 十 Y(Cxzi(t 一 5) xzn(t 一 5) xz 一 6))] 十 








b: k 
] 珊 
胃 
| 


尼 

上 

机 

训 站 

| 

由 | 
放 | 
时 
| 

让 


FT 二、 二 
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| 加 本 [ 喷 05， + im92| | 王 oom +gsxoGz 一 5)) 十 


5=1 @x， ex，、 O@x， em8 


二 


+ Xi(xb aasz) 十 Ya 一 95za(t 一 9),zGt 一 5))| 一 
.一 [(L 十 g)x 十 2x02 十 … .十 mxmrIOnm][XCxi xz) 十 了 (xl 3xaxz)] 十 


-十 [ 甸 二 + ma0-| [三 co 十 qic)xo(z) 十 


xz21LOx， Ox， 加 
十 咎 GCYi xzaoz) 十 了 (xl 35Xon3X) | 一 [二 8g)x 十 2x20: 击 十 
十 12XPm Onm] [YCxiGz) 六 “3Xa(z) X(t) ) 下 
一 "了 (MG 一 0 为 "xz 一 06) xz 一 和 ))] 一 


一 袜 ( 野 +232: + :十 加 989)| 二 wo(xo(D 一 ce 一 5))+ 
=1 NMOx， x， 四 


十 (Y,(xzi(t) xn(t)x(t) )) 一 了 (xzl(t 一 6) 3xa(Ct 一 5))x(Ct 一 5)) | 一 


一 [(1 十 8g)2 十 FCzyxzi xzo)] xmtl 十 > x3 十 Fep(xxl “Xea)xaxXp 一 


3 二 1 a&ypB=1 


e [( 人 十 g)x 十 2x0) 十 … .十 zzxm-1On] X 


关 | - Y(xaCD zsx(D)az| Fe 3 8 十 22.092 下 
Zit 


it 一 2 2 Mi5 Orx， 


=- 52= 人 < | dxc(zr) z 十 | 
和 Ox， 之 和- dt 


下 面 序 估计 4 之 值 ， 使 得 让 能 保 征 2- > 0 即 可 . 


根据 在 第 一 临界 情形 下 作 烈 雅 普 诺 夫 夯 数 的 过 程 中 知道 画 数 FGCz xi ……，xn)， 
op(xx1， 有 有 的 是 确定 在 一 个 充分 小 的 坐标 原点 邻 域 


如 
Ya (zi) 3 ”""” ”3X (z) 3 世 (zt) )ar). 














zx| <B，|x 丰 < 有 8 0G 王 1 2 2) (2.1) 
内 的 解析 夯 数 。 这 里 B8>> 0, 有 >>0 4 人 =1)2， 2) 充分 小 , 双 由 条 件 (2) 知 ,在 〈2.1) 
和 的 任何 一 个 闭 域 
lx*| < 和 y< 有 ， lx < 7 < 有 (一 1)2)………)72) (2.2) 
Y(xi) xn3zX)， Y,(xi…… xxz) 及 其 对 于 各 个 自 变量 的 偏 导数 都 是 有 界 的 。 同 理 ， 
有 
dy _ 近 ydx， By dx 
人 dt 放 ex dz ” 
ZY，_ sy, dz。 ，67Y，dax 
| 本 下 dt“ 
| 由 条 件 (3) 知 
| 6 


3 一 (xl)， “5XasX )13 记号 (xi1， 立志 池 xna3X )1 表示 其 展 式 的 首 项 砍 数 不 低 于 1 次 ; 


睛 
| 
了 
让 
各 
1 
| 
这 











1 期 王 联 : 稳定 性 理论 中 第 一 临界 情形 的 微分 方程 与 微分 差分 方程 的 等 价 性 问题 107 





这 一 (xi xzo)i 十 ml1xm 一 十 (2 十 1)1osrixzm 十 … 
X 

@Y， 
Ox。 


(xi， et )Xap3X )1 





说 一 (zxa)i 十 ar1rsei 十 (oo 十 1)20 2 十 
万 


计 za 一 max{lpc|l,|a'o|). 
1< 和 rc 安 刀 





任 和 给 一 嫩 (x xx) 一 ( 十 gxntl 十 2 好 二 6>0， es 无 花 怎 样 小 ， 在 此 天 
了 二 1 Ta 


曲面 上 我 们 都 有 |z(D1 < Vs， lz 一 < Vs ，lzG| (证 太 ， 


lz( 一 9)| < (让 十 太 ) ， 因 此 ,在 这 个 开 曲 面 上 ,我 们 有 下 列 的 估 值 : 


人 E 


< 2zcaM s 8 十 AM; AM s 人 人， 赤 人 (… X,(xXiy， - .xs ) 全 (xi1)、 ”” 3》X1z 3 X)2) ， 











其 中 M, > 0 和 常量. 


(7 中 本 记 光 


和 X(xi)， 人 “3Xa3X) 中 Y(xily， 人 ， 人 (xi “5Xa3X)25 


其 中 M > 0 常量 . 
应 用 上 述 的 估 值 ,在 于 曲面 妃 (xl， 下 )Xa3X ) 一 s 上 我 们 有 


屎 5 = 之 RE 
0 的 
委 三 工 ， (CC (2naV 十 M， Vs 7 

站 了 AAA u(- 六 Vs- 


= (让 va [ 立 zao+ 衬 Pi 人 (六 +uVs |< 








az:| | |67 


Ox 












































< Vs (ar 3 io 


同 理 ， 





1 
< TV ) Lo>0 常 量 ， 





因此 ， 


-二 
198 十 工 


| 次 总 (axs(D sx(D)1a| < Po CE 站 
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1 




















和 : AR 和 “Xe 人 zt) xzt) )dz <EVsl( 攻克 0， 
恨 
中 1 Cit |<|2zoove 人 er Vs E(ey 十 证 ) | * 
人 双 由 
oOuKxi,. “xs) 一 二 记 4 二 max{|4al， “| 4io|)， 4 一 2， AR 7 ) : 
了 =1 





攻 全 [ocx 和 4 王 lal 
Mr 一 了 


因此 在 于 曲面 刀 (xi， US )Xa3X) 一 6 上 我 们 亦 有 





1[G 十 8)x 十 2x0: 十 …. 十 mxmrIOn]| CR X 
1 


X | 十 g| 十 zx4 Vsla 十 区 厅 下 2 十 


绸 有 要 (xi “35x%a) 一 3 pp xzxi 是 负 定 的 二 次 型 。 记 了 3 = max 《| 妃 5|)， 


fy 1 和 ij 委 


和 了 太 
Ox， 


总 辕 上 述 的 讨论 ,在 于 曲面 瑟 (x1)， 上 Xe3X) 一 6 上 我 们 有 
+ 22.09: we mm DOm < 7 人 
q | 三 (经 和 6x， 下 衣 人 =) 儿 工 de ， 纸 Eee 


Ox， g=1 


< ”也 M es ， 


也 =6 














+ 人 了 Yaoaa] 有 | 二 OBV 二 +4aGL+z 二 sn)x 
了 二 1 


f 一 5 入 


如 1 


x 外 az (2 十 M， Ce JJVs 十 己 (7 * | < 
< 工 (av* + 4(7 二 一 一 | (+ 人 
:人 伺 。 (om Se RS (re 二 5 六 vs 


G 二 1 














<s.6Gu， Co > 0. 


注意 上 式 中 两 个 括 张 里 的 项 相 乘 是 2”?o + 有 限量 (这 因 。 可 任意 小 ),， 所 以 我 们 总 可 取 
| 到 Go 与 e 无 关 的 量 ) 来 控制 上 述 乘 积 的 结果 ,前 面 的 也，Lo，Mo 等 常量 都 具有 Go 的 性 
盾 , 因 此 它们 亦 是 与 。 无 关 的 . 
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Q) 1 十 g)xz 十 2x9: 十 …' 十 max-0o 人 人 .2 (ma yxXo(t) 2 过 
+ 有 电 
< (7 下 -7 二 本 rr (7 二 站 大 5 < Mo Li5e， 








[+ ae+2z9:++ 二 mx-0ol (| 衬 xs) + 
+ 





< 生 NM 工 0066 十 866， Cu 一 一 (Mn 0 十 Go)5s 一 C06 (G 一 Mu 工 1 十 Go) 


由 于 ， [(g 中 7) 十 FCxyxjy。 “Xe) ] xd 十 3 X 十 祥 Feop(x， XW13 "“ .yxo)XaXp 在 原点 


| apB=1 


的 充分 小 邻 域 内 是 正定 的 ,所 以 我 们 只 要 把 坐标 原点 的 邻 域 取 得 这 样 小 ,使 得 


[Cg 十 17 十 下 (xxi yxo)]xmt+l 十 汪 ， xz 十 > Fa(x xl xn)xaxXp 之 


7 apB=1 


并 本 | 二 DaxmtL 十 :|， 


了 321、 


故 任意 和 给 一 个 于 曲面 
感 (xi xyoyx) 一 (g 十 1)2xmt+l 十 >， 2 一 6 6>0. 
= 一 1 
无 花 怎 样 小 ,我 们 都 可 以 找到 A , 我 们 只 要 作 
6Gie<< 二 ， 印 4 所 二 
2CG 


印 取 全 = 本 无 关 , 使 当 0 委 和 短 入 时 , 则 (2) 的 圭 解 是 稳定 的 . 下 面 我 们 更 


进一步 的 求证 明 (2) 的 雳 解 . 当 0 委 6 入 入 时 是 渐 近 稳定 的 ， 
由 于 


7 (CD) = Cs 人) xza() xz ) 一 了 (Ce 十 22 十 :了 (人 92o 太 十 


中 芝 O2:(xi， xm) 二 On(xa， 区 区 
是 负 定 的 , 故 了 () 委 0。 根 据 前 面 的 讨论 ,得 知 : 当 一 65 委 z 和 0 时 ,给 出 xi) 是 连续 


的 , 则 在 * > 0 时 ， 2 - 存在 是 连续 的 ， 即 画 数 了 (5 是 平滑 的 . 外 党 和 下 亲信 要 
时 一 26<: 生 0 员 全 业 el (2) 的 解 x'(z) 是 连续 的 话 ， 则 由 二 一 一 ”的 性 盾 知 : 





一 256 过 上 委 0 


下 面 我 们 求证 明 新 近 稳 定性 . 
(Ci) 画 数 了 (z) 不 能 从 某 个 上 > 巡 后 单调 的 减少 . 
证 .用 反 诈 法 : 假如 从 某 个 上 > 如 之 后 ,了 (a 是 单调 的 减少 , 则 由 性 质 (2.3) 知 : 单 


maxT(i 和 7 了 ()G 它 0) 委 0. (2.3) 
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疆 下 降 有 界 的 男 数 必 有 极限 ， … im (六 = 一 el < 0 这 就 说 明了 : 


fr 一 oo CCt 一 加 





| lim -和 一 lim 1ce+e 十 下 (xyxi xza)] xmtl 十 2，x3 十 


了 1 


十 >，Fop(xi xpx)xaxp 一 [(1 十 g)x 十 2xz0: 十 … :十 zzxmT1On] X 


as8B=1 


xf(f zz 和 0 
X (| Y(Cxzi(t) 》 yxXa(zt) ,xD )az 二 (还 十 2 十 十 


和 22=) 儿 (二 wu 十 | 生 Y,(xi(t) ,xn 人 (ti) ,xzt) )zz) 儿 > 


下 
Ox， zt 一 


> 工 s 一 cia=( 工 一 ci )s>0 
2 2 


故 当 * 充分 大 时 ， 则 有 > 0。 也 即 是 说 当 : 充分 大 时 ， 画 数 了 (zi) 不 是 单调 减少 


的 ,这 与 假 屋 矛盾 。 故 男 数 了 (zi) 不 能 从 某 个 上 > 如 之 后 单调 的 减少 . 
(ii) 画 数 了 7(i) 如 果 从 某 个 上 > 如 之 后 是 单调 的 增加 ，, 则 lim 7Gz) 一 0. 


证 。 用 反 证 法 : 如 果 从 某 个 : > 和 之 后 ，F(z) 是 单调 增加 ， 但 lim 了 (5) 夫 0， 即 
lim pz(i) = 一 ex < 0， 则 我 们 就 应 有 lim 4 = 0. 


下 一 0 站 Ci 


但 另 一 方面 ,按照 前 面 的 讨论 我 们 叉 有 


im 2>( 工 一 5G )e* > 0. 
1 一 o 1 2 E 
由 此 郎 导出 矛盾 故 当 了 (z) 是 单调 增加 时 , 则 lm 《2) 一 0， 这 就 说 明 (2) 之 寺 解 是 新 
近 稳 定 的 . 

《iii) 最 后 要 研究 的 是 : 邹 当 z 一 十 o , 夯 数 了 (zi) 刻 不 是 单调 的 增加 ， 亦 不 是 单调 
的 减少 , 即 夯 数 | 了 (z) | 随 着 时 间 的 增 大 出 现 无 限 个 相对 的 极 大 值 ( 因 了 (zi) 是 平滑 的 ) . 
下 面 要 诈 的 郎 是 当 z 一 十 o 时 ， 这 些 相 对 的 极 大 值 趋 于 圭 . 证 明了 这 一 点 也 就 证 明了 
(2) 的 雳 解 是 渐 近 稳定 的 . 

证 .让 在 一 26 委 xz 和 0 画 数 了 (z) 的 最 大 值 为 M < 0, 则 由 性 质 (2.3) 知 


M 王 max 7() 和 了 7() (人 0) 扫 10， 


一 25<1<0 





为 方便 起 见 , 我 们 不 妨 取 入 一 苹 二 ) 设 0 过 5 莹 和 ,在 ,> 0 之 后 画 数 了 (之 
第 一 个 极 大 值 惟 在 如 > 0 处 , 则 


人 0 = ic Te 





| 


1 一 纪 


十 > xi(t) 十 > Fops(xz(i) xi(t) xs(t))xza(i)xp(t) 一 [( 十 g)x() 十 


av 有 =1 


十 242 十 … 3、 告 12XP 一 oul(| ,二 YCxi(t) 全 25 光 : yxa (zt) 5X (让 ) )e) 
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必 三 ( 喧 + ”32 + + 9) (二 o| Se 村 


Ox， Ox， OOx， ts dt 
他 | 世 Y,(CxiCt) SS 本 ,xz) )2]| ”之 工 [Ci 十 区 )2 xmti 十 也 xz]jin 一 
1 一 5 0 /1 2 
一 G56 1M| | 十 g)2xmt+l(t) 十 之 ， 2 | 一 GA|1M|， 
=1 | 


芝 刀 (xi(t)， ,xna(tl) )X( 轴 ) ) 委 GA|M|. 


序 
5 站 cA = 二 CO) = 凡 
这 样 在 : 站 十 28 后 之 第 一 个 相对 的 极 大 值 岂 处 我 们 有 
111M 
MeCuyvxyagstu 为 交 去 (2 ) 
因为 当 *-， + oo 时 ,出 现 无 限 多 个 相对 的 极 大 值 ,因此 象 上 面 这 样 灯 重 的 作 下 去 , 即 
相称 


郎 lim 互 (zt) 一 0。 因 为 互 (z) 二 | 十 g)2xmt+l(i) 十 人 2 | 是 正定 的 , 故 
一 0 了 二 1 


lim x(t) 一 0 lim 21) 一 0， 
定理 证 毕 . 站 

$ 3. 不 稳定 性 的 等 价 定理 

由 $ 2 的 讨论 知 : 当 8 = 0 时， 如 果 普 是 奇数 , 而 十 ! > 0, 则 (2) 的 专 解 是 不 稳 


定 的 。 这 是 因为 
一 本 (Ce 要 2DOx” 只 聘 (xly， 4， xn) 十 X OO2(xly、 Ai ,xn) 中 On(xr、 的 xn ) 


是 变 号 的 ,而 2-| ， 是 正定 的 。 象 前 面 一 样 , 我 们 得 到 : 任 痊 玉 一 。 > 0 上 无 痊 怎 样 


小 , 一 定 存在 A 三 > 0 与 s 无 关 ;, 使 当 0 和 6 入 入 时, 则 (2) 的 霉 解 亦 是 不 稳定 的 . 


总 和 结 得 下 烈 定理 

定理 2。 屋 刀 是 奇数 , g 十 ! > 0, 则 存在 一 正 数 人 = A(X,Y，poyqgroX,Y,) > 0， 
使 当 8 满足 不 等 式 0 和 5 和 入 时 , 则 (2) 寺 解 亦 是 不 稳定 , 

定理 3。 届 是 偶数 ，g 十 ! 尖 0， 则 存在 一 正 数 A 王 A(X;,Y:poyqicyXY) > 0， 
使 当 8 满足 不 等 式 0 和 5 入 和 , 则 (2) 的 霉 解 不 稳定 . 

证 ， 当 4 = 0 时 , 如 果 m 是 偶数 , 且 g 十 1 地 0, 则 (1) 的 雳 解 是 不 稳定 的 ,因此 存 
在 李 雅 普 讲 夫 男 数 : 

(xi xy) 一 oc(g 十 1)x 十 压 (x… xn) 十 2XO(xzi za) 十 ……， 十 


十 we OICxi， 5 和 5 











由 112 数 2 党 报 10 和 从 








这 里 ， Oi(Cxl)、 “xs 一 >， ijXi (i 一 1 2，………372 一 1)， 取 (xl)、 本 JZ) 与 定理 1 中 所 


于 二 人 


述 的 一 样 。 而 “是 这 样 小 的 实 常数 , 写 使 得 画 数 
SCxza， 本 )Xa3X) 和 [oz 十 8) 二 下 (xl 用 )XayX ) ] xm 中 ogCXCCxi， xx )Xn) 十 


由 中 YO(xiy， )Xa) ) 呆 ， 2 相 区 下 oa3(x3yx1， .xz )XaxB 


了 一 1 &y 有 =1 
是 正定 的 ,其 中 XO(Cxi， 2 本 二 天 了 0Cxis 人 Xa) 分 别 是 本 数 X(0)xil， 们 9 2a)， Y(0， YX1?》 
人 ?xs) 中 所 有 包含 自 变数 X13”” ”2》 共 扩 的 二 次 项 的 全 体 ， 
ZI _ Or dr 四 DT dx， 
dz Oxr dt 计 之 OOx， ;di 








一 [we(g 士 1) 十 OICxi xs) 十 


十 220i(xi xs) 填 woy 才 (由 一 1)ze-20O。 (zi :ax ] 十 
玫 








mm 719 太 60 8) 和 
十 ( 1 ES 广 一 1 1 ee 
之 Ox， sr Ox， 这 Or, / di 


一 [wx 人 十 8 六 十 下 (xxl xn)]xzm 十 org[XOCxz xn) 十 YOCxi xn)] 十 


十 xz; 十 Fep(xyxi) xs)xaxp 一 irece 十 7) 十 0Oi+2x0: 十 .… 十 
了 二 1 


apB=1 





让 《一 Dx"-o。 | 二 [ 莹 (t 二 322- )| x 








一 他 芭 了 = 一 1 OOx， Ox， Ox， 
4 dx * LTY 
| “| 二 [ +1| 2zczr| 
之 人 1 一 5 ct t 一 5 dt 


象 前 面 一 样 的 来 估计 8， 使 得 七 能 保证 5， 的 正定 性 . 
任 输 到 曲面 


再 (xyz xn) 一 mg 十 Drxr 十 org[XOCxzi xn) 十 YOCxzi xn)] 十 人 好 一 6， 
了 二 1 


s > 0 无 花 怎 样 小 , 则 在 此 于 曲面 上 我 们 有 下 烈 的 估 值 : 
|oz(g 十 7) 十 9: 十 2xO: 十 3x203: 十 … .十 (mm 一 1)x“ -20 | 委 |oz(g 十 门 | 十 
二 nz4MWas( 十 2|x| 十 .、 十 (za 一 1)|x|”) 入 





of 也 12 一 四 : ,| ， 和 
< ojg 十 1 上 十 z4( D Vs 人 lt+ CI 和 














1 一 人 (二 ) 
一 olg 十 用 +ndi(m 一 1)Ws LE 本 
E 
y 坟 











并 :常量 与 s 无 关 . 


去 < LV es (zaTanh 





测 
这 罗 | 
j 
中 

| 
引 
|| 杯 = 
儿 
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宁 : 和 FRV ez 7 



































1 1 
过 < ?oaV es + M， Yi 万 )， Ge 下 TY， 
ME gr 

< 关 呈 改天 辐 | 


























< 呈 | av 学 沙 ; ( - 六 人 2 ]|< 


oz(g 十 1) 
起 ( 远 十 及 





人 zi(z 厅 )， 


其 中 Pi > 0 与 e 无 关 常量 ,再 注意 m > 2 





总 辕 上 述 讨论 , 邹 得 : 
ece 十 站)+o+2x0) 十.… :十 (mm 1Dxn-20w] 民 于 
[三 ( 吧 二 枯 = 2 + YY Se 2 一 -| [> 之 dv 1. 苦 2 











上 和 
到 际 = 了 了 | 现 < 记 rM。 ( 配 5 这 Bi(z 二 5 
X | 2 aa es 十 zcCM， Vs 人 (去 二 十 MVS (元 ma|< 


0 
<[L:Lo 十 22oEi 十 (有 限 常 量 )] va “6 和 G5 .es， 


这 里 G > 0 与 s 无 关 . 
同样 的 我 们 只 要 把 坐标 原点 的 邻 域 取 得 如 此 的 小 使 得 
[o(g 只 7) 中 FCx3xil， Ce yxXa)]x og[XCCxi， 2 汪 哺 yw) 十 YO(Cxi， Ai 7 半 











十 2， xz? 十 才 ， Fep(x， "3xXo3X )xXaxXp 之 了 [weg 十 丰 十 RFRCxyxi xna)]xm 十 
1 


ay 有 =1 
咯 opg(CXOGxi)， 325) 十 YO(Cxi)* "axe) 1) 十 > 5t 


赦 任 和 给 瑟 (xyxil)、 35 一 6> 0， 都 可 找到 A 34x 间 生 只 要 作 Gips 反 了 邹 可 )， 使 


当 0 委 65 和 入 时 , 则 (2) 的 零 解 不 稳定 . 定理 丁 率 ， 
$ 4. 一 般 情 形 , 朗 


p; 天 0,9: 关 0 (一 1)2,……)72) 








wm -rreerrreeeegeeereenemeryeeegpeggeegpmepemeeeeemreeeeeeerrrerrmeeeerrerremeer 一 pr 一 一 一 -一 一 -一 一 一 一 
: = ~ 1 Fa ec 
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我 们 让 
态 Cx xl - “xsa) 三 >， (bo 十 gre)xz(z) 十 〈z， 中 9r)x (Ci) 
= 一 1 
十 Xi(Cxi(Gt) :xza(t) xz(zt) ) 十 Y,(xi(t) xn(t)xt)) 一 0。 (5 一 1;2， ) 力 ) 
(4.1) 
由 太 (0;0，、 有 ;0) 一 0 (5s 一 2 …， “72)， 且 
(fi、 “ 思 ) en 
一 12 十 Gix| 尖 0. 
age cn 
根据 隐 画 数 存在 定理 ,由 方程 组 (4.1) 我 们 可 解 得 
xir 一 zi(x) 一 4Dx 十 40x2 十 .… (一 1)2， 2)， 《4.2) 
这 里 4 多 是 常量 ， 在 | z| 充分 小 时 ，w(z) 是 * 的 全 纯 画 数 ， 对 方程 租 (1) 我 们 作 变 换 
才 / 靖 十 zer(X) (5s 1)2， 2 )72) 。 《4.3) 
朗 得 : 
至 X(CxyEl)， “人 十 Y(Cx6l， 2 六 正 
人 (4.4》 
作 : 二 (to 中 dvc)E。 宁 Xe(xyEl) “5E) 学 Y,(xy6l，、 3) 
3 一 


(zs 一 4a2au， .377) 
对 (4.4) 而 言 : 
(i) 当 g 十 ! < 0, 和 2 奇数 ,存在 负 定 的 列 雅 普 谐 夫 画 数 : 


(xl，、 “5 大 a) 2 (Ce 中 1Dx” 中 太 (6， 人 “5 ) 中 


十 x20(6l， “3 大 。) 2 On(el， 证 下 
所 以 对 方程 组 (1) 而 言 , 在 同样 的 假定 下 ,存在 烈 雅 普 诺 夫 画 数 : 


Fe 一 (to 一 (9) 一 卫 ( 十 D 茹 十 


十 村 (xi ER xi(x)， 人 zxn(x) ) 十 2 O2:(xl 站 zi(xY)， 2 zan(X) ) 中 
十 。。， 十 XP On-(xi “要 zi(X) ， 人 ztn(X) )。 《4.5) 


因为 了 (El 会。) ciieiei 是 负 定 的 二 次 型 : 


让 =1! 


Oi(eEl).…)E。) 一 diEi 一 。 大 和 一 dijtti(x)- (一 2 372) 
二 | 二 4 一 mi(z)| ze， 


了 村 (xi 一 zi(x) xn 一 to 人 (xz)) 一 > cijXiXi 十 Ci201261 一 >， ci(xzit 十 好 地) 。 


厅 =1 ij 一 1 六 =1 
我 们 记 
G(z) = 一 妇 0x 人 wa 人 ooo 人 0) 一 是 9， ou) 一 … 一 
ee 9w(ra(x) SS zz(xz) )， 
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显 见 G(x) 的 首 项 砍 数 不 低 于 3。 因 此 (4.5) 可 改写 为 


(xxi， “35xXa) 一 (xx 一 ai(x) -5ze 一 xs(z) ) 一 


区 了 (CE 1D2 十 奢 (xl… ;xsa) 十 本 (am(z):，- -- ze(z))》 3 


一 二 cii(xixi(x) 十 xzuz(xz)) 十 刀 Di(xri-- -xs) 十 和 0Oi(xi- -ze) 十 
十 …' 十 xmOn(xzi……… xz) 十 Gz)。 (4.6) 
因为 我 们 所 作 的 变换 (4.3) 是 拓扑 变换 ， 定 把 定 号 男 煞 仍 固 变 到 定 号 图 数 , 所 以 
Ts*(xy xi xn) 亦 是 确定 在 坐标 原点 的 充分 小 的 等 战 内 的 信 定 的 画 数 。 为 了 简便 起 见 ， 
我 们 记 
J(xw(x)， zz(xz)) 十 G(z) 三 Go(r). 
显 见 Gu(x) 的 首 项 砍 数 不 低 于 2。 再 分 


U(xxi xn) 一 一 cixia(zr) 十 xjzs(z))， 


27 一 1 


.U(xyxi xn) 的 展 式 的 首 项 次 数 ( 对 xzri, - - - ,za 面 言 ) 不 低 于 2, 但 了 有 这 样 的 一 个 特 


性 , 序 -80_ = 0。 因 此 (4.6) 可 简写 成 下 型 形式 : 
OxiOx;i 





(xxly， 本 “Xe) 人 二 (e 中 站 zz 二 (zi:- sr -ze) 士 Gukr) 十 


中 UTCx;xi)- “3Za) 守 人 xztOuk(xi-- -xs)。 


雪 一 生 


-对 方程 组 (2) 而 言 , 我 们 作 7* 关于 * 的 全 导数 


az* Saz*dx ap dz 


= 工 [到 + 姓 + 二 ze][ 莹 ea+anca) 


了 1 Ox， Ox， 灰 二 2 ES 一 1 


十 三 :YX (z) 十 GoX(t 5) 十 X:(xzfCz) xifKz) -~-3zs(z)) 十 
+ YizG 一 9)mdt 一 DazGz 一 人 ) | 二 











+| 人 +Dzt+ 2 





十 < 十 Z， 天 xz Oakzri:-- - :| 2 
dx 交 一 了 


[XCx(Ci) xi(Ct) ,xs(t) ) 十 YCzfz 一 D):ri(r 一 8):---:，xzo 人 一 0)] 王 


尼 





一 | 下 十 0U 3 有 4z]| 王 ce- 十 gr)zs(z) 只 (p， 十 az)x(z) 中 


1 OOx， Ox， 天 = 一 2 


电 X:(x (z) Xi(z) 二 xz(z) ) 十 了 ,(x (z) 3 xa(z) 业 ” 汪 生 :ze(z) )| 十 





十 | 二 分 & 和 之 科 De(rb za) 全 9D + | s 


Gr 
如 [XCx(a) it 和 "3za(z) ) 十 Y(Cz(z) xif(z) 3 “ -zs(zi))] 三 六 





人 








116 人 


本 


位 [ 钾 + 妈 + 二 如 共 ][ 袜 we 一 2 一 5))+ 


炎 二 2 9 一 











中 dr(x 《2) 居 汪 X(t 人 0)) 十 Y:(x (Ci) ,XI(t) 多 人 交 xn(t) ) “2 
Y,Cx(t 天 6)，xi(z sa )， 和 3Xa( 5))| : 十 





+|@+ez+ 六 fx- IOk(Cxzl…， 3 


ZLZCG 
二 Ga | 时 
太一 2 OOx 


[YCx(z) Xi(i) at) ) 一 了 (xz 一 人 )) 区 (一 ) 5 一 的) 


2 T(x ,xiy， se 。 Xe) 9 TT(x ,xiy， SR 克 


我 们 知道 , 当 满 足 条 件 : z 为 奇数 与 8 十 ! 和 0， 则 (4.4) 存在 负 定 的 烈 雅 普 诺 夫 丁 ; 
数 : 


(xy,6 6) 一 (Cg 二 人 二 秆 人 6 和 6 十 


中 xDOx(El，， 3 和 晤 > O.(Ei，- 本 用 ws) ， 
让 对 上 的 导数 由 (4.4) 构 成 , 邹 


本 


业 =[(g 十 0 十 Cxz 6 6)]xmt+ 十 3 62 十 3 Po(x le)EoEo 
(4.4) 


了 二 1 & 8B=1 


为 正定 的 。 然 后 把 纪 用 xx 一 w(x) 来 代 换 。 即 得 4 的 第 一 部 分 , 邹 





T(x xl … )xa) 三 二 | 还 十 3 dkr zt 十 ao] [ee- 十 gro)xo( 人 zt) 十 


ax, KK=2 Ox， 


十 CC Gy)x (z) 十 X,(x (z) 2X1Ct) 2 ,xna(z) ) 十 Y,:(x (z) 6 人 Wan(z) )] 嘻 - 


+ |c +Dxz 十 Aatrlotc ya) 十 01 4Guto | 


k=2 ex dx 
。[XCx(i) Xi(Cz) xn(t) ) 十 YGx(t) xi(Ct) xn(Ct) )]。 
因为 变换 (4.3) 是 拓扑 变换 ， 因此 在 % 一 XI 一 … "一 Xe 一 0 0 T(x;xly* “5Xah) 


亦 是 正定 的 。 这 样 一 来 , 我 们 只 要 选取 充分 的 5, 使 一 一 - 的 第 二 部 分 不 超过 |TCx xiy 
…xna)| 。 亦 序 是 悦 选 择 充分 小 的 使 下 列 不 等 式 成 立 


一 他 癌 * 87 上 + 妆 LIkr 4 , 仿 oo 2 人 dz 十 


Ox， 大 一 2 G=1 





] TITCxyxi) AR ,xn)] 








十 了 ， | dx(t) 本 | CCY,(Cx(t) XIi(z) 兴 人 “xn (zt) 2 站 


1- 02 1 一 dt 


十 C++Dx+ 3 Kx OkCxzi……，xo) 十 十 ， 
太一 2 X 


上 CY(Cx(Ct) ,xi(Ct) ，…… 2202 | | < |TCxyxi xn)|. 














1 一 dt 


这 样 一 来 我 们 就 可 建立 类 似 于 定理 1 的 方程 租 (1) 与 (2) 的 等 价 性 定理 ， 而 对 剩 下 的 两 种 














1 期 “ 王 联 : 稳定 性 理论 中 第 一 临界 情形 的 微分 方程 与 微分 差分 方程 的 等 价 性 问题 117 





情形 

GD g 十 1> 0， 畔 是 奇数 

(这 ) g 十 1 尖 0， 办 是 偶数 
我 们 亦 可 建立 类 似 于 定理 2 与 定理 3 的 方程 组 (1) 与 (2) 之 间 的 不 稳定 性 的 等 价 性 定理 ， 
这 里 不 再 重 述 了 . 

$ 5 奇异 情形 

当 (1) 满足 条 件 

X(0，， 本 0;x) 二 一: X,:(0， 区 03x) -一 : Y;:(0，、 六 03Y) 二 Y(0，- | 05x) 一 0 
( 王 12， oz) 
我 们 就 称 (1)' 为 奇异 情形 。 根据 A. M. JIanyHoB 定理 知 (1)' 的 雾 解 在 奇 民情 形 永 远 
是 稳定 ,但 不 是 淄 近 稳定 。 显 见 
YX 一 cc 和 业 … 一 Xe 一 0 (5.1) 

是 (1) 的 一 解 , < 是 一 个 常量 。 如 果 让 < = 0 即 得 (1) 的 雪 解 ; 这 说 明 (1) 关 的 寺 解 是 属 
于 一 个 参数 的 驻 定 运动 族 (5.1) 中 ,对 应 于 c = 0 的 一 个 驻 定 运动 。 对 (5.1) 中 之 任 一 个 肚 
定 运 动 (例如 >* = co xi 一.…… =xa 一 0)， 如 果 我 们 把 写 当 作 未 秆 扰动 运动 时 , 放 也 具有 
(1) 之 零 解 的 性 质 ， 现 在 我 们 要 间 : 邹 对 0 和 6 和 入 (A 为 正常 数 ) 时 , (2)' 之 雾 解 是 否 
亦 具 有 上 述 (1) 之 雾 解 的 性 质 呢 ? 回答 是 肯定 的 ,也 就 是 发 在 奇异 情形 下 的 微分 方程 与 
微分 差分 方程 之 间 存 在 稳定 性 方面 的 等 价 性 关系 。 下面 我 们 就 来 花 证 这 一 点 . 

定理 ， 已 知 (1) 的 平凡 解 是 稳定 的 , 则 存在 一 正 数 

A 一 A(X,Y:bpcyqrcX,,Y,) > 0， 

使 当 5 满足 不 等 式 0 和 6 秋 和 , 则 (27 的 平凡 解 亦 是 稳定 的 ， 

证 .将 (2) 改写 成 下 烈 形式: 


dx (zt) 
zt 





人 X(Cx3xi)。 “xn) 十 Y(Cxyxi)， … xs) 十 


十 [YCxGz 一 6G))3 xn 一 GD) xzoz 一 B())) 一 
一 YCx(z) Xi(t) 32ofk87 》 
dxi(Ct) 


CD = 三 Co 下 宙 ) 二 (0D 主 K 人 7 机 的 于 5 本 全》 市 
二 你 浊 Ri 《的 
+| 宝 ws 一 007 一 总 拘 53 

十 Y,Cx(t 一 GD))5xiGr 一 (DJ)， xnGz 一 8())) 一 
一 Yi(zGD ,maya(D)| (=1)2 om， 





由 条 件 1 ， 知 |po 二 gc 一 6 一 0 (9 = 12…… 2) 的 所 有 根 Xi(i = 王 2 
都 具有 负 实 部 , 朗 Re(xi) < 0 《一 1,…2)。 因 此 任 输 负 定 的 二 次 型 


了 友 (xi)… xs) 一 一 3 好 


了 1 











1 ra 
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都 存在 正定 的 二 容 型 了 (xi …，x*) 使 





6 > (po 十 on | 一 一 3 X7。 (5.1)， 


了 =1I Ox， ca=1! 了 =1 


二 37 [并 (pro 十 go)xo 十 Xi(xyxi xn) 十 Y(xyxli)…， .ao| 


=】 bw GE=1! 


一 一 二 。 站 3 (Xi(r， x15 yxa) 十 了 (xxX1 Xea))。 《5.1): 


=1 了 =1 Ox， 





祷 手 条 件 X,(z ,0， 0) 三 .Y;(x30 “0) 三 0 知 


3 才 (X， (xxl)， "382) 十 Y,(zyxi- . xs) ) 一 人 jos(zyxiy， )Xa)XaxpB% 


了 @x， apB=1 


其 中 fap(Cx ,xl 和 Na 是 2 xi 人 (5 一 1 2) 的 解析 画 数 ,其 展 式 的 首 项 次 数 不 低 于 1， 即 
jap(0， 2 
.我 们 借助 于 代 换 


“0) 一 0 (cx;B 二 12。 )72) 。 因此 ,在 原点 的 充分 小 邻 域内 ， 《5.1): 是 负 定 的 . 


人 (ti) ce“exy (zt) (5 一 1 2 72) 9 


《这 里 w > 0 待定 ) 来 变换 方程 (3) 的 后 ” 个 方程 , 郎 得 : 


d46， _ -一 CeC2E Xi 十 oatCxa 一 一 
好 t Gt 


一 ay 十 e” [> (be 十 gic) xe 十 X:(xz)xz1 xn) 十 了 (xxz1 xna) 十 


了 一 1 


十 > Give(xc(t 和 B(zt) ) 一 %o (z) ) 十 
十 Y:(Cx(t 一 6) )， Xi(t 一 CU)))……， Xa(# (zi))) 才 


一 Y 人 za moGD 计 
注意 et) 一)， 
xi 一 6) 二 Et 一 0)e- 一 ce 人 it 一 5). 
因此 ,将 上 述 方 程 整理 一 下 即 得 : 
和 一 二 oo- 十 qio 十 6,oa)6s 十 
下 KRC 交 和 rreboe ie 20 人 yoi yeTwEoyz)》 十 
十 宇 gc(e” EcoCt 一 6)) 一 6o() 十 


2 一 4))) 一 
一 了 (ee 2 “Et) xzt))] (三 1) 2 2)。 《5.2 ) 


根据 (5.2) ,我 们 作 7 了 (6 6) 的 全 导数 : 














1 期 王 联 : 稳定 性 理论 中 第 一 临界 情形 的 微分 方程 与 微分 差分 方程 的 等 价 性 问题 119 





7 SS or | 3 Re 
dt 之 2 Gt 、 二 庆 之 (pr gxc oa)E， 


十 ec“(X, (eel， 0 ee 人 ex) 十 Y,(e 一 “ el， 人 es)x)) 十 
+ 袜 go(enebt 一 8) 一 CD)) 十 
= 


十 e [Ye ee et 一 0 ent 一 有 )5x(z 一 下)) 开 
一 Ye60D ee6GD yx)]== 


we 2， 8 十 2a7(6 En) 十 
了 二 1 


十 证 区 之 【1 Ex) 十 Y,(e72 el ee x)] 十 


mm DryT< Se 
+ 灾 [二 Te(eneE(t 一 有 ) 6.(D)| + 











十 ec% 之 [Y,(e ce“Er(t 一 0)) ceoece(t 一 5)xz 一 5)) 一 


一 Ye 人 (zt) es(t)x(t))] 一 
一 瑟 (6l(i) ECt)x(C)3C 一 5)) Et 一 6()) xz 一 6()))。 
我 们 可 以 逃 择 xc 如 此 的 小 ,使 得 
一 2 名 十 2a7( 人 6)Es) 


,=1 
为 负 定 的 二 次 型 。 另 一 方面 ,因为 X,(x,0…… 0) 三 0， 
Y,:(x; 0 0) 三 0 (一 1 2)。 
因此 在 区 域 
z 之 0，|6| 和 8B，|x| 和 B (=1)2……)7) 
内 当 有 充分 小 时 ,我 们 有 下 烈 的 估 值 : 





| 二 [Xe 全 aer 人 is) 十 Yi(e Eeet)] 二 


< Bi| 二 十 | 人 | 
再 由 X, Y, 展 式 的 首 项 砍 数 不 低 于 2, 所 以 我 们 有 


从 


党 引 [Xe -67713216Eox) 十 了 (Ce 一 ET) 二 
了 二 1 避 


1 


要 ， fop(c el， 站 Je)X)EsEp， 
&B= 
且 


fapg(0…… 0) 一 0 (aB 一 1),2， 2)， 
故 只 要 将 有 选取 得 适当 小 ， 即 可 使 得 正 数 了 任意 的 小 〈 注 意 了 的 大 小 傅 彬 于 有 8 的 选取 ) , 








一 一 = 
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因此 由 马尔 金 巴 的 引 理 知 ;我 们 可 以 选取 B 如 此 的 小 ,使 得 画 数 
一 3 6 十 2a7(6， 336) 十 e” 六 7 [到 (ere6 eeox) 十 
了 一 1 了 一 1 66， 
十 Y,(e-“ El) ”3C 25y)] 

是 负 定 的 . 我 们 现在 就 假定 正 数 有 就 是 按照 上 述 的 要 求 选取 的 . 由 于 画 数 妃 (6(z) ,………， 
Ens(t) xie 一 60)) Sn 一 6))，xGz 一 6))) 当 6 三 0 时 是 负 定 的 ， 根 
据 连 和 续 性 知 存在 正 数 A > 0,， 使 当 0 和 5 入 和 时 ， 画 数 妃 (6i(i) ，…… En(t) ，x(t); 
6 一 5(t))， .Et 一 5())x(t 一 6())) 仍 是 负 定 的 。 至 于 和 的 估 值 仍 如 前 面 所 
表 的 同样 方法 去 估 值 ,在 这 个 估 值 中 应 注意 的 就 是 


ec“ (it 4 6) 一 人 cn 了 0) 人 和 ce“ es,(t) 才 (e” 7 1)6:(z) 


吕 引 <G1 + 十 吧 2 < 0 Cr 0)5)|. 


其 它 估 值 类 似 , 朗 可 算得 : | 


PT TXT 本 TY no 





休 


其 中 c0y C1)》 Mi， M2 都 是 一 些 常 数 ， 郎 由 (El … ee。) 人 CapeoEp， 

















aypB=1 
co 三 jax |cop|， “< 二 max [pc|ly|go|]， 
OY, | | 6Y， 
有 “人 ). 
14]<B lzl<B IOxo。 1 ex 
lzl<B 3 一 工 3 和 16|<B 
(rz xs1， 。) 力 ) 


下 面 我 们 就 来 证 明 方 程 组 (5.2) 的 平凡 解 当 0 委 6 和 入 时 是 稳定 的 . 
考虑 在 初始 时 一 人 委 上 < 委 0, 我 们 取 初 始 画 数 (Ci) ,pt) (5 三 1 2) 满足 不 
等 式 : 
Ip(1 委 7，|pGO| 和 7 4G 三 1 2)， 
其 中 0<z7<B，, 而 由 此 初始 画 数 所 确定 的 方程 组 (5.2) 的 解 xz(z) ，6,(t) (一 1 2 2) 至 
少 在 0 委 z 委 了 满足 不 等 式 
1 和 (要 | 和 8B，|>x(G0| 和 8B 4G 三 1)2， 2). 
而 在 这 段 时 间 区 间 0 和 zx 和 了 T 上:; 当 0 和 6 和 和 时 ,我 们 有 : 
Z 


局 < 0， 


了 (GCT)，……6(T)) 一 


8 到 
和 人 一 (加 6 + 小 灵 z < 


< FF(6 人)， (5.3》 


9P:(0) 一 如 (5 1>2， 。 22) % 
9P(C0) 2 MO。 























2 其 中 





























1 因为 了 (6 6。) 是 正定 的 ,所 以 我 们 只 
要 把 初始 画 数 p,(z9(z) 取得 适当 的 小 , 则 宙 

















1 期 王 联 : 稳定 性 理论 中 第 一 临界 情形 的 微分 方程 与 微分 差分 方程 的 等 价 性 问题 121 





(5.3) 可 推 得 , 当 0 和 * 入 T 时 ;有 
| 人 (| 志 而 (=1 2 (5:4》 
且 常 数 do 可 以 作 得 任意 小 ,只 要 初始 男 数 p (z) , 9) 取得 适当 的 小 序 可 。 
另外 我 们 再 由 (5.4) 可 推出 , 当 0 < :和 T 时 ,对 应 于 方程 粗 (3) 在 0 和 8 < 和 时 的 解 
zi(i) 满足 不 等 式 人 
|x,(i) | < doc (5.53》 
由 此 邹 知 2 
|x:(t 一 6)| < docoe-“f 了 (5.6》 
从 (5.5) 与 (5.6)， 对 画 数 XCzTtJ ，xi() ，……，xa( 让 及 YCxzCz 一 55 人 一 5) 
xa(t 一 5)). 在 0 和 zz 秋 T 时 作 如 下 的 正确 估 值 : 
1XCxz() ,xi(Ct) xn 人 ti) ) 十 Y(Cxzi 一 6) xn 一 6) xx 一 0))| 委 
< |XGz(CD za(D xn] 十 |YCxiz 一 95xzait 一 050 一 引 )| 运 
< Muduc-e 十 Mi dcr-aem 一 (Mo 十 Miecn)docrae， 
其 中 MoMil 是 正 的 常数 。 因 为 由 条 件 : 
XCx(i) 0. .0) 三 0， YGCxGz 一 6);0.… 0) 三 0， 
再 根据 方程 组 (3) 的 第 一 个 方程 知 : 


xD 一 (0) 十 | (CXCx(D :ma(D szn(D) 十 
十 Y(xGz 一 0)yxziz 一 )， za 一 DJ02 5 
|x()| < 天 9C0) 十 (Mo 十 Mec)d| ci 4 一 


四 
0 





= 9(0) 十 (Mo 十 Mic"e)4 香 这 < 一 < 


< 9p(0) 十 (Mo 十 Mieee) 所 (5.7》 


现在 届 s 是 任意 小 的 正 数 ,在 任何 情况 下 ,我 们 都 假定 写 比 8 还 要 小 。 这 样 一 来 ,: 我 
们 只 要 适当 的 和 渤 取 7, 也 朗 是 把 初始 画 数 的 变化 区 域 取得 适当 的 小 ,就 可 使 得 如 比 s 小 ， 
且 还 可 以 使 得 不 等 式 (5.7) 的 右 端 比 s 还 要 小 。 这 件 事 也 是 完全 可 以 办 到 的 ,因为 初始 男 


数 的 变动 区 域 取得 适当 小 ,就 可 使 得 p(0) 与 如 任意 的 小 ,而 2 十 0 都 是 定常 数 ， 
因此 就 可 使 





9P(C0) 十 一 (M。 十 Mi ce )40 W 5， 


则 从 不 等 式 (5.4) 与 (5.7) 推 出 ,对 所 有 z > 0 的 时 间 上 而 言 , 不 等 式 : 
|.(z) | < 8， |x(Gz) | < 有 4 一 1 …)72) 《5.8) 
秆 满足 ,不 等 式 


16,( 人 1|<s，|x( 人 1|<ese ( 王 1)… 2) 《5.9) 
也 秆 满 足 . 但 因为 s < B, 因 此 不 等 式 (5.8) 与 (5.9) 是 同时 秆 满足 . 实际 上 ,如 果 条 件 (5.8)》. 
在 : 0 入 :1 妇 了 时 秆 斑 足 ;而 在 以 后 的 时 间 ,如 果 要 破坏 这 不 等 式 , 必 定 存 在 瞬时 和 一 下 记 了 0， 











一 个 这 
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划 在 瞬时 |x(a) | 与 16 | 〈* = 三 1……)z) 中 至 少 有 一 个 达到 有 值 。 然而 这 是 不 可 能 


” 鹊 , 因 为 在 这 个 瞬时 ,条 件 (5.9) 还 是 要 彼 保 持 的 ,因此 所 有 的 |6,(z) | ，|x.(z) | 将 小 于 es. 


总 之 ,如 果 在 初始 时 一 人 A 秋 * 迄 0， 初始 男 数 p (z) ,9p,(i) (* 一 1, .2)， 满足 条 件 
|p(GO|1<7， 1)| < (=1 2)， 
期 在 以 后 的 所 有 时 间 ， 邹 xz 之 0 的 将 满足 不 等 式 (5.9)。 双 由 于 &6 =c“ .xz 故 
xukz) 一 ct)， 故 
站 |z(D1<e-ee< 和 es 对 z>>0. 
故 方 程 组 (3) 的 平凡 解 当 0 委 5() 委 A 时 是 稳定 的 。 定 理 证 上 毕 . 
本 文 是 在 秦 元 动 教 授 的 指导 下 作成 的 ,作者 在 此 向 他 致 以 囊 心 的 谢意 . 


参考 文 献 


[ 工 ] 素 元 动 \ 刘 永 清 \ 王 联 ; 稳定 性 理论 中 的 微分 方程 与 微分 差分 方程 的 等 价 性 ,数学 学 报 ，9(1959) ，333 一 364. 
L2] MankrHg。 五.T.，Teopue Jecmzotaiieocmu ex2CeHu8。 莫斯科 ，1952，5$ 28 一 $ 34. 




















1 期 王 联 : 稳定 性 理论 中 第 一 临界 情形 的 微分 方程 与 微分 差分 方程 的 等 价 性 问题 衬 23 








ON THE EQUIVALENCE PROBLEM OF DIFFERENTIAL EQUATIONS 
AND DIFFERENCE-DIFFERENTIAL EQUATIONS IN THE THEORY 
OF STABILITY OF THE FIRST CRITICAL CASE 


WVANG LIAN 


(1oz5tttte of Metjpenactics，4cadezjpig Sigica) 


ABsTRACT 


The problem is to_ investigate the equivalence of stability between. the system .of diffe- 
rential equations ， 











宇 一 XCxiGt)，……，xa(t)，x(t)) 十 YCxiGt)，……，xakt)3x(Ct))9 
2 记 (1) 
了 人 2 《bc 十 dvrc)xo(z) 二 (bp， 中 dr)z(i) 十 X:(Cxi(zi)， SR 于 xza(z)， x(z)) 十 
十 Yi(Cxi(D)， xn(pDyx(D) (一 1 2，…2)， 
and the system of difference-differential equations 
和 至 一 XGa(D， xs(D， xD) 十 二 
十 YGCxi(t 一 6))，'， “3 xa(z 一 6Ct))，x(z 一 60)))5 
人 一 > boxc(t) 十 y' qioxo(t 一 650)) 十 pox(t) 十 gox(t 一 Bt)) 十 (2) 
听 Xi(CxiCt)， 和 xa 人 zt)， x(z)) 虽 
十 Y:(xi(z 一 (zt))， "9 XaC2 一 Cr))， xz 一 6(Cz))) (xs 一 1:2…， “512) ， 


where the zzrog，grog，zrg and qi5 are given constants，and 6(r)r may be non-negative 
real constants or non-negative real continuous of tf。 In order to this problem， we consider 
first the case of 思 一 0，d:, 一 0 (一 1,2,. ,2)，ie. to study the eqivalence problem 
of stability between the system of differential equations 





全 一 XGxi(D)，…，xa(D，x(D) 十 了 (xi(DD， xD xD)， 
ws 本 惠 (bc 十 9grc)xc(t) 字 Xi:(xi(t)， ss xa(t)， x(t)) 过 


叶 Y,(Cxi(Czt)， 5 x(t)) (s 一 1，2， “2 


下 
and the system of difference-differential equations 


于 2 XCxli(t)， 二 xn(t)， X(zt)) 个 YCxli(t 要 6(z))， 全 全 xn(t Re 6(t))， X(t 区 6(Gt)))， 


< = 己 poxoCD) 十 aoxo(t 一 50) 十 XiCxi(D xs，x(D) 十 
十 Yi(xziGt 一 8(D)， xn 一 8))，xG 一 6))) (二 1) 罗 mo) 
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satisfying the following conditions: 
(Go and Y:(x，x1， 
"my xz) are analytic functions ,of the variables xiy……，xoyx in the neighbourhood of the 
和 of coodinates，and the orders of the terms of their expansions are not less than twoji . 
【上 2) “All the roots of the characteristic equation 
D(CX) 三 | 十 grc 一 6oX| =0 (5 一 1，2， “3 大 ) 
satisfy the conditions 
Re(Xi) <0 (人 一 1，2， 2); 
《3) XCOK0， 0 和 人 多 ) 一 gx 十 gm+Hlxnt+ 全 人 人 8g 庆 0 和 2 之 2 
YQ(0,，.……，0,x) 一 1xom 十 1n+lixmtl 十 .…. 7 尖 0, 和 zz 之 2， 
X7(0， 0 2) 一 gxmr 十 gortDxnit 十 gr 寺 0， 
Y 几 (0, .0 x) 一] xzer 十 1eotD)xertl 十. 1, 尖 0; 
(4) 10y 之 11。 
JIn the article the second type of method mentioned in [1] is used. 
$1. The equivalence of stability 
ITheorem 1. If x， is an odd positive integer and g 十 1<0，then there exists a 
positive constant 人 一 A (X,Y, 轴 io qgvo, X,,Y,) > 0，such that the trival solution of (2) 
is asymptotically stable，provided that the 6(z) sy satisfy the inequality 0 和 5 和 入 ， 
$2。 The equivalence of instability 
Theorem 2。 If mm is an odd positive integer and g 十 1 > 0，then there exists a 
positive constant A 一 A(X, Y，, joy groy X,,Y:) > 0，such that the trivial solution of (2) 
is _ unstable，provided that the 56(z) 5 satisfy the inequality 0 和 6 入 入 
Theorem 3。 If mm is an even positive integer and g 十 1 六 0，then there exists a 
positive constant A 一 A(X,Y， troy 9ro 从， Y) > 0，such that the trivial solution of (2) 
is _ unstable， provided that the 6(z) satisfy the inequality 0 和 5 全. 
$3。 The equivalence of stability in the singular case 
Theorem 4. The trivial solution of (1)” is stable，then there_ exists a positive con- 
stant 人 一 A(X,Y, joy qgroy X,，Y,) >> 0，such that the trivial solution of (2)” is stable， 
provided that the 6(z) ss satisfy the inequality 0 入 6 之 入 . 
$4。 The general case 
We now return to the case between (1) and (2). We can solve this problem on 
the basis of the equivalence of (1)” and (2) 。 Using non-linear transformation 


2 一 十 xirt) (5 一 25。， 372) > 
the system 〈1) will remain in the same form as the syslem (1) : 
全 一 XCxy6l， ER 和 ) 十 Y(Cx， 3 es)， 


生 鸭 衣 


全 ER ， 中 gc) 中 Xi(Cxy6r， 8) 十 YA) 党 必 二 6。) (5 一 1，2， 38) 
GT 


Where xir(x)s (5 一 1,2,，.………，2) satisfy the following system of equations: 


大 (xx r “xz ) 2 2 《7 十 dro)xe 十 (z， 十 dy)x 十 


十 XI(xy，xiy xn) 十 了 (xz，xli .xna) 一 0 4 一 1 2)， 
where xy 一 tr 人 (bt (一 1 2) are 
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有 时 滞 的 系统 的 无 条 件 稳 定性 
素 元 蔓 
(中 国 科学 院 数学 研究 所 ) 
$ 1. 闫 题 的 提出 及 解法 
钱学森 在 [1] 中 提出 了 有 时 滞 的 系 坏 的 无 条 件 稳定 性 的 问题 , 并 叙 述 了 Satche 的 作 
图 法 。 对 于 有 时 滞 的 系 芒 的 稳定 性 问题 ， 一 般 化 为 超越 方程 的 根 的 实 部 的 符号 的 刊 定 问 
题 , 这 方面 有 IIoHTrpmrHH2] ，MeizMaH 及 QUe6orapsB9，HayesId 及 BellmanO9 等 人 的 工 
作 . 在 工程 处 理 方 面 , 除 上 述 Satche 方法 外 ,还 有 LUarngaHtq 等 人 的 工作 . 
我 们 的 研究 结果 表明 ， 对 于 无 条 件 稳 定性 的 刊 定 问题 ， 工 不 需要 用 到 超越 方程 的 理 
蓝 ， 而 只 需要 用 到 代数 方程 的 实 根 的 刊 定 便 足 够 解决 问题。 从 一 想法 出 发 使 得 由 于 考虑 
超越 方程 所 引起 的 困难 得 驻 避 免 , 从 而 问题 得 到 顺利 解决 
应 用 这 一 观点 ,本 广 和 给 出 了 一 般 的 代数 处 理 方 法 ,并 具体 给 出 ”一 1,2 的 明显 刊 定 公 
式 , 提 供 工程 屋 计 之 用 . 
$ 2. 无 条 件 稳 定性 的 代数 刊 定 
定义 。 已 给 一 有 时 淆 的 常 系数 的 系 乏 
站 一 之 (esixit) 十 Oojxiz 一 T)) 《5 一 12 31) 《1) 
， 
如 果 对 任何 r 0, (1) 之 雾 解 均 为 渐 近 稳定 , 则 称 系 葬 (1) 为 无 条 件 稳定 . 
引入 记号 及 特征 方程 
AG3nD 三 lo 二 ac 一 | = 0， (2) 
则 有 王 之 结果 : 人 
定理 1 系 入 (1) 为 无 条 件 稳定 的 充分 而 且 必 要 条 件 是 
(Gi) AUW3;0) 三 je, 十 bi 一 0 一 0 《3) 
之 根 之 实 部 均 为 负 的 . 
(ii) 对 于 任何 实数 ? 及 任何 实数 rz 0 均 有 
Ady:r) 三 |a 十 pp 一 Gy)| 六 0. 《4) 
证 . 条 件 是 必要 的 。 因为 如 果 条 件 (i) 不 成 立 , 旭 r = 0 时 , 系 策 (1) 便 不 是 源 近 稳 
定 的 。 又 如 果 有 实数 7 及 r 志 0 使 
Ad(yT) 一 0， 
则 对 这 个 r, 系 和 糙 (1) 有 夺 的 特征 根 , 因 此 不 是 源 近 稳定 的 。 必 要 性 证 毕 ， 
充分 性 的 证 明 是 利用 这 样 的 事实 , 朗 只 需要 证 明 对 r 记 0，(2) 之 特征 根 之 实 部 都 是 
负 的 序 可 . 





* 1960 年 1 月 13 日 收 到 。 
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将 AWj;r) 展 为 人 之 多 项 式 : 
A(C3;r) 三 (一 1)w2 十 4 一 十 … 十 4 一 0， 
此 地 4。 是 cj 2 及 上 之 多 项 式 . 
注意 到 o,，2b， 均 为 已 输 常 数 。 而 
ex 委 1， 当 r0 及 Re(C) 0， 
由 此 ,在 rz 之 0, Re(C) 0 时 |4x| 为 有 界 . 用 天 : 记 此 界 : ， 


K: 一 max| Li|， 当 r>pP0，Re ()) 之 0， 
1 < 


取 
有 RR 一 max(1,(2 十 1)K) > 0， 


划 当 | 人 | 亏 尺 及 Re(G) >0, 便 有 
[一 D 各 二 40 二 4 守 | 一 全 一 .… .一 -1 





> R"|1 一 0 |>。 
(2 十 1) 天) 


由 此 可 见 , 在 | 人 | 关 尽 及 Re () 过 0 中 ,对 任何 r 0,(2) 均 无 根 。 故 可 不 考虑 这 区 域 。 

由 条 件 GD) 知 , 当 rz 三 0 时 ，(2) 之 根 都 在 Re() < 0 御 平 面 。 现 当 r 六 0 时 ,特征 根 
要 在 Re 人) > 0 之 可 能 性 只 有 当 某 一 T 时 ， 人 在 一 R 到 尺 之 间 穿 过 人 平面 上 之 措 轴 《如 
图 1), 但 是 条 件 (ii) 不 容许 (2) 之 根 跑 到 平面 之 错 轴 上 , 故 这 些 特 征 根 必然 留 在 ReCA) <0 
牢 平 面 。 充 分 性 证 毕 . 

注意 1. 由 证 明 可 见 条 件 (ii) 可 沽 弱 到 

一 玉 R<y7 雪 及 ， 

而 不 必要 一 上 < 人 7 < o , 这 里 实际 上 没有 区 别 , 

注 症 2. 条 件 (i) 之 刊 定 有 传 煽 的 Routh-Hurwicz 方法 ， 
因此 全 部 问题 归 千 到 (ii) 之 研究 . 

现在 转 到 条 件 〈i) 之 分 析 , 

这 里 双 分 两 个 方面 : > =0 及 六 0. 
对 ”三 0, 条 件 (ii) 等 于 

A(or) 三 |a, 十 2i| 关 0， (5)》 

对 任何 z 均一 样 , 故 不 必 讨 论 , 工 且 这 一 条 件 已 包含 于 条 件 (i) 中 .对 y 半 0, 则 引入 我 们 解 


决 问题 的 关键 想法 ， 这 时 由 于 r 是 任意 非 负 实数 , y 六 0, 故 当 z 由 0 变 到 2 时 ， ~ey 














”由 0 变 到 土 2r, 因此 -~ 在 单位 圆 上 和 绕 了 一 周 . 这 便 瑶 明 对 y 装 0, cy 可 作为 与 ? 无 


关 之 一 值 。 更 确切 地 瑶 , 引 入 


有 


则 条 件 〈iib) 化 为 要 求 条 件 (5) 及 下 述 之 条 件 : 
对 任何 非 震 之 实 7》 及 任何 实 w 


形式 上 看 来 ,这 里 没有 消去 超越 夯 数 oz” 所 引起 的 困难 . 但 这 里 由 于 与 为 独立 变量 ， 
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| 因此 ,可 以 由 (6) 将 实 部 及 碎 部 分 开 : 
F(yo) 三 Do) 十 训 (yo). (7) 
再 命 
UGo) 王 0，T(yo) 一 0， (8) 
由 (8) 消 去 w (或 y) 便 得 到 》 (或 cosw, sinw) 之 多 项 式 : 
B(y) 王 0 (或 刀 (cosoy sinw) 一 0)， (9) 


这 时 只 要 刊 定 两 点 :或 者 (9) 式 之 ?无 非 雳 的 实 很 ,这 时 (6) 显 然 成 立 ; 或 者 (9) 式 之 》 虽 有 
非 雳 实 根 , 但 这 种 实 根 代 入 (8) 时 所 得 之 方程 组 没有 实 的 公 根 w， 则 (6) 也 显然 成 立 . 井 且 
要 (6) 成 立 , 显 然 要 利 定 这 两 点 . 


值得 特别 提出 的 是 , 刊 定 这 两 点 都 是 代数 方程 的 问题 ,这 里 已 经 没有 超越 方程 的 求 根 
后 题 . 
总 和 辕 如 下 : 
定理 2. 系 攻 (1) 为 无 条 件 稳 定之 充分 而 且 必 要 条 件 是 
Gi) A(30) 三 |co, 二 2 一 2 一 0 (3) 
之 根 之 实 部 均 为 负 的 . 
(ii) 〈9) 式 中 或 者 y 无 非 雾 实 根 , 或 者 y 有 非 雳 实 根 , 但 对 此 实 ? 值 ，(8) 无 公共 实 
根 w。 
也 可 用 下 面 的 条 件 代 替 (ii) : 


(ii)”′(9) 式 中 o 无 实 根 , 或 @ 虽 有 实 根 ,但 对 此 实 w@ 值 ,(8) 无 非 堆 公共 实 公 根 y， 
现在 举例 来 发 明 具 体 的 运算 过 程 及 和 结果. 
例 1. > 一 1 时 系 航 (1) 的 无 条 件 稳定 性 


于 妈 必 一 何 ， 
dt 


Ar) 三 ca 十 pe 一 人 一 0. 
条 件 \) 邹 
A(CM;0) 一 z 十 56 一 人 = 三 0 
之 根 人 = 一 (ec 十 56) 有 负 实 部 , 亦 郎 


Z 十 < 世 0. 
条 件 《ii) 便 是 
F(y,o) 三 (ce 十 bcosw) 十 开 一 十 bsinwo) 三 UGyo) 十 ?Co). 
由 
U 三 (cc 十 bcosw) 王 0 
及 
了 三 (一 > 十 psinw) 一 0， 
-期 去 例如 oo, 便 有 


媚 (y) 三 史 十 到 一 天 三 0. 
要 互 (y) 无 非 雳 实 根 之 充 要 条 件 是 


忆 一 < 委 0. 











本 
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其 次 对 互 (?) 有 非 霉 实 根 时 , 则 
只 一 玉 一 0 > 0. 
故 瑟 六 0, 由 此 可 由 了 =0 及 了 =0 消 得 


其 
tan ww 一 一 一 。 
G 


对 任何 实 yo 均 有 实 解 , 故 局 三 0 及 了 三 0 均 有 实 的 w 公 根 . 


(i) 4 十 22<0， 
(ii) 六 一 和 入 0. 
亦 或 写成 


十 <0，p 一 6 之 10. 
其 无 条 件 稳 定 区 如 图 2 中 有 直 科 之 部 分 所 示 . 
在 边界 上 2 十 ea 王 0 上 打 (Xx) 表 示 不 是 









































无 条 件 稳 定 区 中 之 点 。 原 点 也 是 这 类 。 
在 边界 上 2 一 a 王 0 上 打 (O) 表 示 是 无 
条 件 稳 定 区 中 之 点 . 
其 他 之 点 均 不 属于 无 条 件 稳 定 区 . 
一 例 2. 具有 时 清 反 馈 的 一 个 线性 振动 系 . 
状 
) 十 2 QxCt) 十 px 人 ti) 十 cx 一 T) 一 0:. 
Ct Gt 
Ar) 三 入 十 以 十 2 十 ce 一 0. 
条 件 (iD 即 
昌 “ A(G;0) 三 1 十 oX+( 二 ec) 一 0 
之 根 之 实 部 为 负 的 , 亦 朗 要 求 
8> 盖 0 0 十 c>0. 
条 件 〈ii) 朗 
F(y:o) 三 U(y,o) 十 汪 (yo) 三 (一 多 十 2 十 ccosw) 十 icy 十 csinw). 
站 U 三 一 多 十 2 十 ccoswg 一 0 
及 
了 三 cy 十 csinw 一 0， 
消去 中 得 到 
召 (y) 三 多 十 ?4 十 五 一 0， 
此 地 


4 一 好 一 26， 卫 一 居 一 cc 
要 FCy) = 0 无非 雪 实 根 , 则 因 


y 一 贞 j 一 4 直人 一 如 











2 
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故 其 充 要 条 件 是 

或 者 42 一 4B3<0， 

或 者 42 一 4 有 一 0 及 4 疡 0， 

或 者 42 一 4 了 B >0, 了 >0， 4>0， 

或 者 12 一 4B >0, 了 了 一 0，4 志 0. 
也 可 简化 为 

或 者 4 志 >p0, 也 二 0， 

或 者 4 二 0， 4 和 2 一 4 下 王 0. 


至 于 F(y) = 0 有 非 零 之 实 根 , 则 由 了 = 0 可 得 出 实 的 w, 这 个 中 也 将 满足 局 = 0， 故 不 
讨论 . 
总 辕 得 到 无 条 件 稳定 之 充 要 条 件 是 4 “4 
GD) za>0，5 二 cy>0: 
(ii) 命 4 一 寻 一 20), 了 一 产 一 c 
则 下 面 两 者 之 一 成 立 : 
或 4 疡 0 及 了 0， 
或 4<0,， 尾 一 4 了 B<0. 
4 及 好 所 满足 之 条 件 如 图 3 所 示 . 图 ” 
$ 3. 四 玫 代 数 方程 有 实 根 之 条 件 


为 了 解决 2 三 2 时 (1) 之 无 条 件 稳 定性 ,我 们 需要 四 次 方程 无 实 根 之 充 要 条 件 ， 
定理 3。 四 次 方程 


fx) 2 Co02X4 十 4al%3 二 6c2x2 十 才 a3 和 十 204 一 0， 
wa 瘤 0, 没有 实 根 之 充分 而 且 必 要 条 件 是 下 列 三 种 情形 之 一 成 立 : 




















《 甲 ) al > do 2。 
工 且 下 面 二 和 组 条 件 之 一 成 立 
〈 甲 )1 A>0， 
〈 甲 ): 人 三 0， 


2 一 3aociaz 十 aics 一 0， 

一 3doi 十 6coaiea: 一 4aialics 十 ci 一 9[ooc 一 轨 ]2. 
〈《 乙 ) ai 一 ad 人 胡 >0， 
《两 ) ai< aa， 和 人 A>0， 


中 3c 十 6aoai ac 4aa ai as3 党 045<8 9[aoaz 要 di] ， 
此 地 


on 
入 三 了 一 277 三 5 一 二)， 
杂 是 fx) 之 四 个 根 。 
T 一 co 一 4clas 十 2cz， 
| m Q1 la | 
J =| aa 4 3 |。 


| @， 23 4 











Letrie serialair = eams > yo-caam ~ 、 -一 一 -一 -一 一 -~ 一 一 





一 
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注意 
.一 3ei 十 6coaiaz 一 4aiclas 十 aka0 一 2 一 % 


G0 
证 。 由 普通 方程 式 花 已 知 E 
A<0, 则 fx) =0 有 两 实 根 两 复 根 . 
A>0,， 则 fr) =0 有 四 实 根 或 四 复 根 . 


因此 ,只 要 币 定 和 > 0 时 的 情形 . 
为 此 ,将 帮 x) = 0 之 形式 简化 ,减少 其 参数 , 以便 讨 花 . 
因 wm 六 0, 故 原 式 可 用 um 除 之 ,得 : 
2 x+ 十 4Bix3 十 6B2x2 十 4Bix 十 了 一 0， 
此 地 
太吉 二， 让 及， 二 及 友 二 。 
Go0 G0 G0 G0 
引入 变换 
一 % 十 了 1， 
则 原 方 程 化 为 
%+ 十 6C22 十 4Ciy 十 C++ 一 0， 
此 地 


Ca 一 也 2 一 Bi1， 
Ca 一 2B 一 3B1DB; 十 了 3， 
C++ 一 一 3B1 十 6B)Bi 一 4BBi 十 也 |。 
以 下 将 分 为 三 种 情形 求 研究 : 
Co>0 Cae0 Cr<0 
〈 甲 ) C: > 0 之 情形 . 


引入 变换 ? 一 天 2 一 MWc:z， 

划 方 程 化 为 

2 十 622 十 443z 十 肖 王 0， 
此 地 

省 CR 一 名 KK” 
对 于 这 种 特殊 类 型 的 四 次 方程 ， 由 于 只 有 两 个 参数 4:，44，, 我 们 便 可 在 (4;，44) 参数 平 
面 上 来 作 图 . 对 一 个 实 , xz, 这 个 方程 表示 一 条 43 44 平面 上 之 直线 , 当 zx 变动 时 ,这 些 直 线 
在 4; 44 平面 扫 过 的 区 域 容易 求 出 。 求 这 直线 族 的 包 和 线 得 到 方程 为 

A 三 (44 十 3)3 一 27(044 一 1 工 一 7) 一 0. 
这 只 要 由 目前 
大 区 
代入 公式 有 
T 一 4 十 3，J 一 4 一 1 一 人 ， 


而 A 三 了 一 27 太 即 得 . 
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也 可 由 
十 6xz 十 44sz 十 尖 王 0 
及 其 微分 
4x 十 12z 十 443: 一 0 
gs xz 得 到 . 
一 0 是 一 条 高 阶 抛物 线 如 图 4. 


为 逢 -六 抽风 和 和 A 三 0 之 图 形 除 这 抛物 线 外 ， 


《9.9) 
还 有 一 个 孤立 点 : ax 8 
4 一 0， 444 一 9 
43 


但 这 点 是 没有 实 的 zx wo 故 这 点 所 对 应 之 方程 














也 无 实 根 . 取 尝 
总 结 得 到 : 
情形 ( 甲 ) 无 实 根 之 充 要 条 件 是 下 烈 两 情形 之 一 成 立 : 
〈 甲 ); 多 
〈 甲 )， 人 入 = 一 0 4 二 0, 页 本 9 
这 便 是 定理 3 所 要 的 条 件 ( 甲 ): 及 ( 甲 ):. 
( 乙 ) C2 一 0 之 情形 . 方程 已 是 
xz: 十 44sz 十 4 一 0 
之 形式 .此 地 
43 一 Ci， 44 三 (C4; 
这 时 由 于 
和 一 21， 4 王 肌 二 0, 而 十 
故 有 
TI 一 4，J 王 一 4 
A 三 .4 一 2741， 
44 | 这 时 A = 0 如 图 5. 
故 所 要 的 充 要 条 件 便 是 人 A > 0， 这 便 是 定理 中 
所 要 的 ( 伺 ) 之 条 件 . 
二 (两 ) Cz < 0 之 情形 。 用 变换 
y》 一 天 2z 一 AM |cz:|z， 
则 方程 化 为 
要 : x+ 一 622 十 44sx 十 4 一 0， 
此 地 
人 
由 于 这 时 
4 一 1，4 0，42 一 一 1，43， 4 
便 有 
T 一 4 二 3 J= 一 少 十 1 一 性 ， 


A 三 (dd 十 3) 一 27( 一 44 十 1 一 全)， 
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这 时 和 A 0 如 图 6 所 示 。. 这 时 和 > 0 分 为 两 个 区 域 ,在 曲 边 三 角形 内 部 是 四 实 根 的 区 . 
域 ,在 44 正方 向 的 那 二 条 曲线 所 夹 的 部 分 是 四 复 根 区 域 。 外 面 其 他 部 分 是 二 实 根 二 复 根 
4 人 区 域 。 
四 实 根 与 四 复 根 之 分 界 点 在 4; = 0, 44 = 9。 由 此 
妇 得 所 要 的 无 实 根 的 充 要 条 件 是 
Ay>0， 必 > 9， 

4 这 便 是 定理 中 (两 ) 的 条 件 , 定 理 3 证 些 . 

在 下 面 我 们 还 要 进一步 要 求 研 究 

(xy 三 coxt 十 4a 妇 十 6ax2 十 4ax 十 a 一 0， 
m 六 0, 在 |x| 入 工 中 无 实 根 的 充 要 条 件 . 










6 
用 上 面 的 作法 , 亦 郎 要求 


只 十 6C2 办 十 4Ciy 十 C 王 0 
在 Bi; 一 1 和 y 秋 了 Bi 二 1 中 无 实 根 之 充 要 条 件 . 
玉 下 仍 分 三 种 情形 研究 之 
( 甲 ) cs > 0, 引入 y = V c:z, 即 要 求 


Z(z; di, 44) 三 x# 十 6x 十 443x 十 必 三 0 
在 


也 1 一 工 加 ;十 工 一 
OO 
1(z) 三 一 2 一 3z， 
注意 到 , 当 x 在 [zx , x] 中 变动 时 ,43 44 平面 上 之 直线 Z(z; 43, 44) 一 0 所 扫 过 之 区 域 如 
图 7 中 之 有 和 斜 科 之 部 分 因 此， 无 实 
根 之 充 要 条 件 是 (4:,44) 满足 下 面 三 
组 条 件 之 一 : 
〈 甲 ); 工 (z1;43， 44) < 0， 
工 (z2; 43，44) < 0; 
( 甲 ); 当 局 > zz)， 
ZL(z2; 43， 44) 0，， | 
当 ](zl) 委 43 安 7(z2) ， 
A(diy 44) > 0， 
当 43 委 7(zli)， 1 
工 (zi; 4 44) > 0， / 
(《 甲 ); 4 三 0，44 一 9。 L(za; ds, 4) = 0 "EL(zay da, 44) 一 0 
故 ( 甲 ) 类 之 情形 研究 毕 . 了 
〈( 乙 ) C: = 0， 此 时 
Z(z; di, 44) 三 x# 十 443z 十 4 一 0， 
21 一 也: 一 1， 思 2 一 了 十 1， 
71(s) 三 一 22， 


曙 1 二 








中 无 实 根 。 引 入 
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这 时 要 方程 无 实 根 之 充 要 条 件 是 满足 下 列 两 组 条 件 之 一 : 
《C)i ZL(Gzi3 ds， 44) < 人 0， 工 (zz3 43，44) << 0; 
乙 )， 当 43 > 1(zz) ， 工 (za; 43，44) > 0， 
当 !(z) 和 43 委 1!z)， 和 A(4ds 44) > 0， 
当 43s 委 1!(zJ)， 工 (zi; 43，44) > 0。 
最 后 研究 情形 (两 ) 。C: < 0. 
(xz; 43)44) 三 邓 一 622 十 44sz 十 4 三 0， 


和 了 es 人 1 好 1 十 工 十 1 
人 划 3 和 全， 
V 1c:| VTci 
g(z) 三 一 十 3z，A 人 (di 4) 三 (4 十 3)3 一 27( 一 4 十 1 一 全 2 


则 这 时 , zx = 土 1 及 土 V 3 是 四 个 分 界 点 。 这 四 个 分 界 点 中 可 能 有 一 个 ,二 个 ,三 个 或 四 
个 在 区 间 [xy, x] 中 。 也 可 能 一 个 都 不 在 [xiy 思 ] 中 。 对 不 同 之 情形 有 不 同 的 条 件 . 
现在 研究 4 44 平面 上 之 直线 L(z; 4j, 4)) =0 当 习 委 z 委 迪 时 所 扫 过 之 区 域 . 先 
作 五 种 基本 区 域 , 再 作 一 般 情 形 . 
第 一 类 情形 : mm < 叉 委 一 :3 . 这 时 扫 过 之 区 域 是 下 面 三 块 之 总 和 : 
工 (zi) >2 0， 工 (z2) 委 0; 
并 (zi 短 0，L(zaz) 之 0; 
了 (zi) 0, 工 (z) 之 0， As 和 0，g(z) 委 da 委 g(zl). 
第 二 类 情形 : 一 WV 3 委 办 雪 加 元 一 |. 这 时 扫 过 之 区 域 是 下 面 三 鞭 之 总 和 : 
ZL(xay 和 0，Z(z) 记 0; 
L(z) 0，L(z) 委 0; 
工 (2) 之 0， 工 (za) >20， 和 A>0，8g(C2) 委 ds 委 gGzD)。:; 
第 三 类 情形 : 一 1 乏 <z<1. 这 时 扫 过 之 区 域 是 王 面 三 块 之 总 和 : 
ZL(z) 福 0， 工 (zz) >0; 
(xz >0，L(z) 0; 
ZL(z) 和 0，L(z) 和 0， 和 全 志 0, gzi) 委 4 委 g(z2)， 
第 四 类 情形 : 1 和 < z < M 3 .这 时 扫 过 之 区 域 是 下 面 三 块 之 总 和 : 
ZL(z) 和 0，L(z) 0 
ICzi) 之 0，LGzxz) 委 0; 
ZL(zlD 之 0，ZL(za) 冀 0，A 之 0，8g(za) 委 4 之 8g(zl)。 
第 五 类 情形 : V 3 入 xm < mm。 这 时 扫 过 之 区 域 是 下 面 三 块 之 总 和 : 
工 (zl1) 之 0， 工 (zz) 之 0， 
L(z) 0，L(z) 多 0; 
ZL(2i) 亏 0,， 工 (oz) 记 0,， 上 和 0，g(z) 和 4 和 gz 
研究 了 这 五 种 类 型 , 则 一 般 情 形 是 用 下 面 方法 得 到 的 : 
士 V 3, 土工 四 点 将 [zi, z] 分 为 若干 段 ， 每 段 利用 上 面 的 一 种 作法 得 到 三 坪 区 域 . 
这 些 区 域 之 全 体 总 和 便 是 在 4; 4 平面 上 ( 当 xz 在 [zi， xz] 变动 时 ) Z(z; 4di, 44) = 一 0 站 
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线 扫 过 之 全 部 面积 . 


士 W 3, 十 1 四 点 与 [xi, so] 之 关系 可 有 》' i = 15 种 可 能 的 组 合 , 其 他 五 种 已 如 七 
和 1 
述 ,其 他 十 种 可 由 上 面 五 种 组 成 . 


为 了 书写 简单 起 见 ,我 们 引入 三 个 记号 Ri(x;B) 表 示 43 44 平面 上 下 面 两 种 点 的 全 体 :- 
ZL(a; 43，44)Z(B; 4 44) 委 0 


ZL(a; 43， 44) 之 0， EL(B; 43，44) 之 0 
A(4da 44) 和 0， 8g(4za) 委 43 委 8(zl)， 
R2z(axyB) 表示 L43 .44 平面 上 下 面 两 种 点 的 全 体 : 


ZL(a; 43，44)ZL(0B8; 43，44) 委 0 
及 


Z(ay ds 444) 冀 0， 工 (B; 4i， 44) 之 0， 
A(d43， 44) 之 0， g(Cz2) 委 43 委 g(Czl) 。 
Rai(w,B) 表示 43 44 平面 上 下 面 两 种 点 之 全 体 : 


工 (a; 43， 44) 工 (B; 43， 44) 委 0 
及 


ZL(a; 43，44) 委 0， ZL4B8; 43， 44) 委 0， 
A(da 44) 冀 0， 8g(zi) 委 43 魏 gzz)。 
利用 这 三 种 符号 可 以 把 上 述 十 五 种 情形 具体 写 下 来 : 


当 z 在 [zi, %] 中 变动 时 ,直线 工 (z; 4j,44) = 0 在 43 44 平面 上 扫 过 之 区 域 如 下 : 

当 2 << 2 安 一 V 3， 则 为 Ri(zi， zz); 

当 委 一 V3 和 局 委 一 旺 则 为 Ri(z 一 W 3) 及 Ri( 一 MY 3，z) 之 总 和 ; 

当 委 一 V3< 一 1 有 zi 和 1， 则 为 Ri(zi, 一 MY 3)，R:( 一 M 3， 一 1) 及 Ri( 一 1，zo) 
之 总 和 ; 

当 i 委 一 V3< 一 1<1 和 zi 和 V3， 则 为 Ri(z 一 WY3)，R:( 一 V 3, 一 1)， 
Ri( 一 1, 1) 及 RazC1, 2) 之 总 和 ; 

3 3 一 1)， 
Ri( 一 1, 1) ，R:(1,， 3) 及 Ri(3，z) 之 总 和 ; 

当 一 WV3 近 思 秋思 委 一 1， 则 为 Ri(ziy zz); 

当 一 Y3 委 圈 乏 一 1 委 允 委 1， 则 为 Ri(zi 一 1) 及 Ri( 一 1,zo) 之 总 和 ; 


当 一 Y3 二 ou 色 一 1<1 鲸 z 饼 W3,， 则 为 Ri(z 一 1)，R:( 一 1,1) 及 Ra(1， zh 
之 总 和 ; 


当 一 MW 3 委 zl1 < nm AM 3 委 2》 则 为 R2(zi， TY Ri 一 1， 1) ， Rz(1,MW 3》 
及 R(V 3， 22) 之 总 和 ; 
当 一 芋 委 轴 < 史 委 1， 则 为 Ri(Czi，z2) ; 


当 一 1 包 轨 和 1 和 现 委 W3， 则 为 尺 ;( 贡 ,1) 及 Ri, 2) 之 总 和 ; 











总 网 
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当 一 1 和 mm<1<V3<z， 则 为 Ri(x, 1)，Ra(1,V 3) 及 RiCV 3,z) 之 总 和 ; 
当 1 乏 z < 史 委 MW3， 则 为 Ra(Cziy zz); 

当 1 委 m 和 V3 后 ， 旭 为 Ri(xy,MV3) 及 RiICV 3,z) 之 总 和 ; 
当 M 3 < 缴 - 二 Z29 则 为 Ri(zi， 22) 。 


上 面 十 五 种 的 规律 是 很 强 的 , 序 是 将 [zs ] 用 土 V 3, 土 1 四 点 分 为 若干 段 ,在 下 
面 五 段 


5 莹 一 3 一 性 证 
LE 
中 分 别 用 及 1， 及， 及 3， 玉 2， 及 : 区 域 朗 可 . 为 此 ,我 们 以 后 便 可 再 简化 为 记号 


尺 (zl，z2)。 
字 表 示 上 述 十 五 种 情形 之 一 种 ,具体 表示 那 一 种 则 依 [zi, m] 与 土 V 3, 士 1 四 点 之 关系 
而 定 . 
总 缚 得 到 下 面 之 定理 . 
定理 4 四 次 方程 


f(x) 三 coxi 十 4aix3 十 6caxz2 十 4ax 十 ai 一 0， 
aa 六 0, 在 |x| 科 1 中 无 实 根 之 充 要 条 件 是 下 面 三 种 情形 之 一 成 立 : 





记 
2 
-加 -人 
co 
人 
( 甲 ) C, > 0。 饥 
43 一 Ci| (CC | ，44 王 CCC 一， 
G1 QZ1 
oa 人 
YU1 三 过 本 和 V 忆 ? 
1/(z) 三 一 六 一 3z， 


世 (z;d434) 三 驮 十 62 十 443z 十 4 
A 三 (4 十 3)3 一 27(44 一 1 一 4)2 
则 要 求 43，44 淆 足下 烈 三 组 条 件 之 一 : 


《 甲 ): 工 (zi; 43，44) < 0， 工 (za; 43， 44) 妇 0， 
〈 甲 )， 当 43 > 1(z) ， 工 (zy 43 44) > 0; 
当 1 人 zl) 安 4 委 / 作 z2)， 


A(d43 4 盖 0; 
当 43 安 7(zi) ， 工 (zl; 43， 44) > 0. 
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《 甲 )3 汪 三 0，44 一 9. 
下 面 是 第 二 种 情形 .。 
(C) Cz = 0. 衣 
43 三 C3 44 王 C4) 
2 十 1， 
G0 G0 
1(z) 一 一 2， 工 (z; 4 44) 三 对 十 4zd43 十 44， 
A 三 .44 一 2744. 
则 要 求 43，44 满足 下 列 两 组 条 件 之 一 : 
《 乙 ); 工 (zi; 43，) < 0， 工 (zz 43，44) < 0; 
〈《 乙 ): 
当 43 之 1(zz)， 工 (z2; 413， 44) > 0; 
当 1(zD 委 43 委 !z)， 人 A(43，44) > 0; 
当 4 委 1 作 z)， 工 (xi; 43，44) > 0。 


下 面 是 第 三 种 情形 . 
《两 ) C2z < 0。 所 
43 一 Ci| (| cz|)|1 一 ， 4 二 C4(| cz|) 一 ， 
二 一 1 志 十 1 
ao ao 


YU1 = 








人 
g(z) 三 一 史 十 3z， 
世 (z; 4 44) 三 叶 一 622 十 443z 十 4， 
A 三 (4 十 3)3 一 27( 一 4 十 1 一 -人 9)?， 
Ri(a,B) ，Raz(aB) ，Ra(x,B) ，RCaB) 
如 上 面 的 定义 。 


则 要 求 (43， 44) 不 在 尺 (zl;zz) 中 . 亦 即 要 求 《43 44) 在 43 44 平面 上 RR(ziyz2z) 之 补 


集中 ， 用 民 (ziyx2) 记 此 补 集 , 则 要 求 《43 44) 属于 这 个 补 集 . 


注意 到 R(zi)zz) 是 若干 个 Ri(a;B) 之 和 ， 以 Ri(a,B) 记 这 些 Ri(c,B) 之 补 集 ， 则 由 


及 三 吕 : 尺 ;， 
有 


及 一 1 玉 ; 
因此 ,要 求 (4:, 44) 在 玉 中 , 邹 要 求 (4j,， 44) 在 均 之 交集 中 ; 故 要 (4j，4) 同时 满足 这 
些 尺 ; 之 条 件 , 则 为 充分 而 且 必 要 。 
上 述 情 形 虽然 复杂 ,但 是 都 只 用 到 系数 的 加 减 乘除 乘 方 开 方 ,因此 是 代数 刊 定 。 这 里 
不 只 刊 定 实 根 之 有 无 ,而 且 由 (43:,44) 知道 它 的 个 数 . 
$ 4. 2 一 2 时 (1) 为 无 条 件 稳 定之 充 要 条 件 
现在 研究 系 坊 








JR 
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全 一 wx( 人 十 ax 一 T) 十 2y() 十 22y(z 一 下 
帮 











人 (10) 
人 = cz 十 cox( 人 一 T) 十 dy(t) 十 dy 一 T) 
特征 方程 为 
十 meir 一 人 页 十 桓 ci 
A( 妇 条 省 全 和 浊 = 
cl 十 cze 一 ir di 十 de 7 一 人 
三 有 十 必 eriz 十 4 十 4 从 十 de 十 人 二 0， 
此 地 
2 2 2 了 
才干 G1 | 和 = 1 |+ G2 中] 
Cl1 di Cl1 dz C2 dl 
GZ2 2D2 
43 一 ， 4 一 一 4 一 di 4 一 一 0 一 d， 
C2 d2 








用 人 =z, 一 MT 三 妇 代 入 AGr)， 则 有 


Cl 十 azczo 人 Bi 十 Deczo 
DGCy,ow) 三 本 二 让 
cl 十 c26 di 十 de: 一 8 





三 TITGy,o) 十 入 (ywo)， 
此 地 
U(Cy:o) 三 [4 十 dcoswo 十 dcos2o] 十 [一 dsinw]y 一 兄 ， 
Gy,o) 三 [dsinwo 十 dssin2wo] 十 [4 十 .45cosw]y。 
由 定理 1 知 (10) 为 无 条 件 稳 定之 充 要 条 件 是 
《i) A(GM;0) 三 (4 十 4 十 43) 十 (4 十 45) 十 入 一 0 
之 人 有 和 负 实 部 , 亦 邹 
4 十 机 十 看 >0， 2 十 > 和 

《ii)” 对 任何 实 r > 0, (r 三 0 已 在 (i) 中 考虑 过 ) 及 任何 实 y 均 有 

A(yTr) 三 | ae， 十 De ?一 5， 0 六 0 

注意 到 (ii) 中 当 y = 0 时 ,由 《iD) 有 

A(0:r) 三 |a + 如 三 心 +4 如 十 洗 >0， 
故 知 (10) 为 无 条 件 稳定 之 充 要 条 件 是 
(i) ， 4 十 4 十 4>0， 244 二 45 >50， 
(ii)” 对 任何 实 r > 0 及 任何 实 y 装 0, 均 有 

AdGyr) 三 | 十 be 一 6)| 六 0. 
注意 到 co,，2,，6, 都 是 实 的 . 因此 

A(y:r) 一 0 
之 》 如 有 正 实 根 , 必 有 和 负 实 根 。 因 共 地 根 成 对 ,这 样 对 rr > 0,y 羡 0, 一 7z 便 可 正 可 负 ， 
只 是 不 为 0, 亦 朗 o = 一 7?y 可 正 可 负 , 只 是 不 为 0。 由 此 邹 得 10) 为 无 条 件 稳定 之 充 要 
条 件 是 
《 工 ) 4 十 4 十 4 如 >>0， 4 十 如 >0; 
《 工 ) 对 任何 实 的 wo 壮 0, 及 任何 实 的 y 尖 0 均 有 DG(y:o) 六 0。 即 有 
[Gy:o)】 士 [7F7(Gyo) 卫 六 0. 




















av 
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现在 由 联 立 方程 


U(y,o) 三 [4 十 dzcoswo 十 dacos2wo] 十 [一 4ssinw]y 一 好 一 0 
及 
(yo) 三 [4dsinwo 十 dasia2o] 十 [4 十 dcoswoly 一 0 
消去 y， 邹 由 了 三 0 解 出 7 代入 避 =-0， 








则 得 方程 : 
[4 十 dcoswo 十 dcos2o] 十 [一 4isinow] 二 42sin 由 一 dssin2w 
4 十 dicosw 
2 
四 半 隔 过 | d42 十 243 sose | oo 
4 十 di5cosw 


用 [44 二 dscosow] 乘 全 式 , 井 利用 三 角 公 式 cos2o 一 2cos2o 一 1，sin2o 一 2sinwcoswy 
sin2wo 一 1 一 cos'w， 则 全 部 化 为 cosw 之 四 次 方程 如 下 : 
刀 (cosw) 三 oocos'ow 十 4al cos3w 十 6oz coszw 十 4ascosw 十 oi 一 0， 
此 地 
oa 一 24343 十 44 一 2424344， 


am 二 44 十 生 而 一 卫生 汶 4 


1 1 1 1 
02 一 本 4 好 4 十 人 十 去 人 人 = 二 4 


03 一 二 看 十 44 一 权 而 4 人 十 二 在 十 


4 
4 4 - 


o 一 444 一 4344 十 444d45 一 -人 4 
利用 定理 4 可 以 刊 定 这 个 方程 有 几 个 实 根 在 | coso| 科 1 中 ,也 即 是 刊 定 鼠 (cosw) 一 
一 0 有 几 个 实 的 o. 
下 面 分 两 种 情形 研究 : 
(IT) BCcoso) = 0 无 实 根 oy 黎 时 对 任何 实 四 及 实 y 均 有 
[7(y,wo)】 十 [7(Gyyo)】 夫 0， 
故 得 到 无 条 件 稳定 。 
〈《 工 ); 玉 (cosw) 一 0 有 实 根 w. 
这 时 又 可 分 两 种 情形 : 
(I )a (coso) 王 0 有 某 一 实 根 we 使 
44 十 dscoswo 六 0， 
dsin oo 十 4d3sin 2owoo 天 0. 
这 时 可 由 了 = 0 解 出 


ss -xsin 0 十 .443 Sin 2c)0 
4 十 4icos oo 





?yo 一 
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工 且 yo 壮 0。 双 将 及 om 代入 DGyo)， 则 有 
[ 44 十 45coswo] DCyoy wo) 三 鼠 (yo, wo) 一 0. 
故 
U(Cyo， co) 一 0. 
由 此 知 有 实 的 oo 及 人 0) 使 得 


(yo， oo) 一 U(yoy oo) 一 0. 
由 此 知 不 是 无 条 件 稳定 . 


《IID)> 媚 (coswo) 三 0 之 实 根 wo 均 满 足 
(4 十 dscoswo) sin oo(4 十 24d3coswb) 一 0， 
以 下 分 两 种 情形 研究 : 
《IID)za 妃 (coswo) 王 0 之 所 有 实 根 wo 均 使 
44 十 dscoswo 六 0， 
则 由 了 三 0 解 出 唯一 之 y = 0. 故 得 无 条 件 稳定 . 
《II)2zz 鼠 ( coswo) 一 0 有 实 根 oo 使 


44 十 dscoswo 一 0， 
则 由 于 此 时 


妃 ( cos oo ) 一 一 sin? wo[ 4 十 243 cos wo】， 
故 必 有 


sin oo[ 4 十 24acoswo] 三 0 
这 时 (ywo) 三 0 对 所 有 ?》 成 立 , 故 要 由 也 来 解决 . 以 下 分 两 种 情形 研究 ， 


(II)2z21 sin ooo 一 0; 

(II)22 sinwo 六 0， 4 十 243coswo 一 0. 
分 别 研究 之 : 

《II)zz sin oo 一 0 故 oo 三 0)r. 


但 oo 一 0, 则 cosoo 王 1， 而 由 (II 有 


妃 (1 ) 二 (4 十 4 十 3) (4 十 允 5) 为 0. 
故 


ou 过 0， 即 oo 一 交 coswo 一 一 1 
这 时 
U(Cyxz) 三 4 一 4 十 4 一 和 内 王 0 
要 ? 或 不 是 实 的 ,或 为 实 的 但 是 雳 之 充 要 条 件 是 


4 一 4 十 4 和 0. 
(下 sinoosx0， wo 三 0, 
4 十 2d43coswo 一 0. 
《由 44 十 dscoswo 一 0 知 4 壮 0, 否则 44 一 0, 这 与 4 十 4>>0 了 矛盾 ) 
U(y:wo) 三 4 一 43 一 4d5sineoy 一 多 一 0 
要 ? 或 非 实 的 ,或 为 实 的 但 是 雳 , 邹 要求 


(4 妈 一 4) 十 4(4 一 4) 一任 sinzoo 十 4(4 一 4) 妈 0 
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或 
45sino 一 0， 4 一 4 一 0 


但 后 者 45 sin oo 专 0 故 不 出 现 。 由 此 只 有 
太一 必 十 4(4 一 4) <0. 
现 将 结果 总 结 如 下 : 
如 果 4 十 妖 十 汉 和 0 或 4 上 + 洗 入 0, 则 (10) 不 是 无 条 件 稳定 . 
因此 以 下 下 


人 
定义 
吾 (coswo) 三 [4 十 dcoswo 十 dacos2wo] [44 十 45cosw,2 十 


十 45[4;, 十 243cosw] [44 十 dscosw] [1 一 cosiwo] 一 
一 [4 十 243coswo][1 一 coszo]. 
如 果 鼠 (cosw) = 0 无 实 根 o， 则 (10) 为 无 条 件 稳 定 . 
以 下 珊 豆 (cosw) = 0 有 实 根 w. 
如 果 吾 (cosw) = 0 之 实 根 o@ 中 有 oo 使 
[1 一 cos*oo] [4 十 243coswo] [44 十 45coswo] 六 0， 
则 (10) 不 是 无 条 件 稳定 . 
以 下 屋 鼠 (cosw) = 0 过 所 有 实 根 凤 均 使 
[1l 一 cos:wo] [4 十 243scoswo][44; 十 45scosw] 三 0. 
如 果 瑟 (coso) = 0 之 所 有 实 根 凤 均 使 
44 十 妈 cosw 六 0) 
则 (10) 为 无 条 件 稳定 . 
以 下 屋 鼠 (cosw) = 0 有 实 根 wm 使 
44 十 discosdwo 一 10. 
如 果 cosowo = 一 1, 则 无 条 件 稳定 性 之 充 要 条 件 是 
4 一 4 十 4 委 0. 
以 下 愉 coswo 专 一 1, 则 无 条 件 稳定 性 之 充 要 条 件 是 
4 一 44 十 404i 一 43) <0. 








$ 5. 若干 注 蕊 之 点 

注意 工 .AHampoHoBD] 在 1946 年 提出 了 ”= 2 的 问题 。 这 个 问题 对 杆 无条件 稳定 而 
言 已 如 $4 所 解决 . 

注意 工 . 本 广 方法 可 以 用 到 一 般 >, 也 可 用 到 时 六 了 不 是 同一 个 的 问题 ， 都 是 一 系列 
的 代数 问题 ,而 不 必 研 究 超 越 方 程 . 


注意 亚 . 可 以 推 得 若干 充分 条 件 ,例如 


4 十 4 十 4>0，44 十 4>0， 
(x) 一 0 无 实 根 *, 则 (10) 为 无 条 件 稳 定 。 或 者 也 可 沽 弱 到 鼠 (x) =0 在 |z| 乏 1 
中 没有 实 根 , 也 得 到 (10) 之 无 条 件 稳定 性 . 
注意 了 .4$ 4 中 之 刊 定 是 将 所 有 玩 辑 可 能 均 加 以 考虑 . 进一步 还 可 考虑 是 否 将 出 现 . 
以 上 各 点 , 另 文 将 再 瑜 及 . 
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UNCONDITIONAL STABILITY OF SYSTEMS WITH TIME-LAGS 


CHIN YUAN-SHUN 


(1zzstittte of Matjpenziaficy，4cade1j10 Sizica) 


ABSTRACT 


The problem of unconditional stability of systems with time-lags was proposed by 五 . 
S.TsienD . 


Definition。 Given a system of constant coefficients with constant time-lags 
全 一 《exz) 十 ;XIt > (〈1) 
j=1 
If for any r 过 0，the trivial solution is asymptotically stable，then the system (CH) is called 
unconditional stable. 
Denote ri 
A(C; 7T) 三 | a。， 十 pe 一 6 一 0， (2》 
F(y，o) 三 jc 十 be 一 Gy)| 三 DGy，o) 十 zw). 
Theorem。 The necessary and sufficient conditions that (1) is uncondiuional stable 
afe that 
(i) The real parts of roots 人 of 
AQGj;0) 三 | 二 ii 一 6 一 0 
are all positive; 
(ii) For any real w and real non Zero ?》 
上 (My ? w) 二 0: 
Based upon this theorem we calculate the case 12 一，2. 
Case 7 一 1. 
The_ necessary and sufficient conditions that the system 


axkt) 一 cx 人 (zt) 十 2x 人 tr 一 T) 
dt 











了 
一 ea -一 aemeria- meam nmmoerrmm 一 一 -- 
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is unconditional stable，are that 


4 二 OO<0and5 一 50. 
The case 7 二 2。 








人 一 Cix(ti) 十 azx(t 一 T) 十 2 十 2y( 一 T)， 
《3 ) 
2) 一 cix(t) 十 cax(t 一 T) 十 办 yi) 十 如 yz 一 T). 
Denote 
A(GMir) 三 ee 0 三 
cl 填 cze di 十 enir 一 人 
-一 4 十 ze 十 ne 十 2444 人 十 4 Xe 十 人 一 0. 
十 oae ”一 礼 页 十 e” 
机 
Cc1 十 cze” di 十 dei 一 17 








三 U(y，owo) 十 27(y，ow)。 
Ki) Id 十 4 十 4 和 0or 4 十 4j 委 0，then (3) is not unconditional stable. 
Hence in the _ following we assume that 
4 二 4 十 4>0， 4 十 45>0. 
《ii) Denote 
嫩 (x) 三 [4 十 dx 十 4302 三 一 1)][4 十 45sx] 十 

十 45[42 十 24sx][44 十 4sx][l 一 zx 一 [4 十 243x [1 一 妇 ]. 

开 责 (x) 六 0 for |x*| 受 1，then (3) is unconditional stable. 


Hence in the following we assume that 妃 (x) 一 0 possesses real roots in |x| 入 1. 
《证 ) 区 in |x| 和 1，there exists at least one real root xo of 妃 (x) 一 0，such that 
[一 xz0] [4 党 243xo][ 4 十 45xo] 装 0， 
then (3) is not unconditional stable. 
Hence in the following we assume that all real roots of 妃 (x) 一 0 in |x| 委 1 satisfy 
rt 一 和 妇 ][4 十 243x][44 十 4sx] 三 0. 
《iv) Ifin |x| 秋 1allreal roots of 妃 (x) 一 0 satisfy 
44 十 4 六 0， 
then (3) is unconditional stable. 
Hence in the following we assume that in |x*| 委 1 some root xo of 嫩 (x) 一 0，such 
二 hat 
4 十 45xo 三 10。 
(v) 开 xo 王 一 1，then the necessary and sufficient condition that (3) is unconditional 
Stable is 由 hat 
4 一 42 十 ds 委 0. 
If xo 半 一 1，then the necessary and sufficient condition that (3) is unconditional 
stable is that 


本 一 有 十 4( 而 一 43) <0. 


In conclusion we obtained that the problem of unconditional stability is reduced to 
that of roots of algebraic equations. 
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